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Resumen

El articulo expone el andlisis de las representaciones de doce participantes respecto del célculo operacional al mani-
pular las variables de velocidad, tiempo y distancia y su relacién, en la solucién de un problema de proporcionalidad
presentado por el soffware URANUS vl y tres tareas de control. Se utilizé el método microgenético para analizar los
patrones de ejecucion y entrevistas semiestructuradas para inferir por andlisis de contenido de las verbalizaciones las
representaciones respectivas. Se ilustran tres casos: novato, intermedio y experto, quienes utilizaron diversos cdlculos
de adicién, multiplicacién y proporcionalidad y distintas relaciones entre variables, desde la ausencia de nexos, hasta
concebirlas interrelacionadas respecto de la distancia. Cinco sujetos intermedios presentaron la representacion tipo
R3 de cdlculos aditivos con relacién entre las variables que produce efectos y un experto revel6 la representacién
tipo R5 de calculo proporcional. En sintesis, la solucién del problema exige complejas interacciones, sujeto, tarea y
contexto social educativo.

Palabras clave: representaciones, solucién de problemas, novatos y expertos, cambio cognitivo, educacion.

Analysis of representations of operational calculations
in the solution of a uniform movement problem

Abstract

This article exposes the analysis of the representations of twelve participants regarding the operational calculation
when manipulating speed, time, and distance variables, and their relationship in the solution of a proportionality
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problem presented by the Uranus v1 software and three control tasks. The microgenetic method was used to analyze
the performance patterns together with semi-structured interviews, in order to infer throughout the content analysis of

the verbalizations, the respective representations. Three cases are illustrated: beginner, intermediate, and expert, which
used various addition, multiplication, and proportionality calculations, along with different relationships between
variables from the absence of links to conceiving them interrelated concerning distance. Five intermediate subjects
presented the R3 type representation of additive calculations concerning the variables that produce effects. An expert
also revealed the R5 type representation of proportional calculation. In synthesis, the solution of the problem requires
complex interactions, subject, task, and educational social context.

Keywords: representations; problem solving; beginners and experts; cognitive change; education.

Introduccion

En el marco de la denominada crisis de la ensefanza de
las ciencias, la solucién de problemas es un campo promi-
sorio que requiere investigacion para acopiar argumentos
sobre las relaciones entre el desarrollo, el aprendizaje y
sus implicaciones para la ensefianza, a fin de enfrentar las
graves problemdticas de fracaso escolar y favorecer el desa-
rrollo cognitivo y la calidad de una educacién equitativa e
incluyente. A partir de los resultados de una investigacién
anterior (Autor 1; Autor 2; Autor 3; 2016) en la que se
establecieron diferentes tipos de procedimientos frente a
la solucién de un problema de proporcionalidad, relativos
al control de variables y la covariacién, se decidi6 explorar
la relacién entre procedimientos y los significados repre-
sentacionales que involucraran operadores matemdticos
adecuados para algiin tipo de cdlculo, ya que esta relacién
podria arrojar ideas acerca del papel de tales representa-
ciones como factor explicativo de los diversos patrones
de ejecucion.

En este contexto, la pregunta que orientd la investiga-
cién realizada fue la siguiente: ;qué tipos de representa-
ciones verbales de operadores matemdticos involucrados
en la solucién de un problema se pueden inferir y en qué
medida explican los procedimientos ejecutados por los
sujetos estudiados?

A continuacién, se examinan diversos planteamientos
teéricos sobre la solucién de problemas de proporcionali-
dad, las representaciones de corte psicoldgico en términos
de significados representacionales de los cdlculos operacio-
nales susceptibles de hacer, el desarrollo cognitivo como
cambio dindmico que implica transformaciones, trayectos
y trayectorias diversas que permiten comprender que los
de individuos son diversos y activos y el cambio conceptual
en el contexto escolar.

Solucion de problemas
de proporcionalidad

Las investigaciones sobre solucién de problemas de pro-
porcionalidad desde la perspectiva de Piaget & Inhelder
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(1972) muestran las dificultades de los nifios y jévenes
para establecer las coordinaciones involucradas entre
magnitudes relacionadas proporcionalmente (directa e
inversa). Los nifos logran coordinaciones cualitativas del
tipo ejemplo: al aumentar una magnitud, aumenta la otra,
o al disminuir unala otra disminuye. Ya un poco mayores
hacen coordinaciones cuantitativas de tipo aditivo pero sin
llegar plenamente a coordinaciones de tipo multiplicativo,
por lo cual se debe esperar lo que desde esta perspectiva se
llamé el estadio de las operaciones formales para alcanzar
este ultimo tipo de coordinaciones.

Existe un buen nimero de trabajos que discuten que
sea suficiente la posesion de las estructuras formales para
garantizar el manejo de la proporcionalidad. Aguilar,
Navarro, Lopez, & Alcalde (2002) en una muestra de
estudiantes de cuarto ano de secundaria, encuentran
que si bien los estudiantes clasificados como de mayor
nivel de desarrollo formal mostraron ser més capaces de
resolver problemas matemdticos, apenas un poco mds de
la tercera parte resolvieron correctamente problemas que
involucraban proporcionalidad.

Un ndimero importante de trabajos desde otras pers-
pectivas, muestran la dificultad de los estudiantes para
enfrentar problemas que involucran un pensamiento
proporcional. Los estudios coinciden en que este pensa-
miento se desarrolla mucho mds lentamente de lo que se
suponia. Incluso hay evidencias de que gran parte de las
personas adquieren deficientemente las habilidades rela-
cionadas con este tipo de pensamiento. Los estudiantes
de secundaria en su mayorfa aprenden reglas de memoria
que los capacitan, en el mejor de los casos, para resolver
problemas rutinarios, pero que aplican con dificultad en
situaciones practicas o medianamente novedosas compa-
radas con aquellas en las que recibieron entrenamiento
escolar (Ojose, 2015, Tourniaire, 1986, Hoffer, 1988,
Wahyuningrum, & Suryadi, 2017, Cortina, Visnovska,
& Zuniga, 2014). Modestou, Elia, Gagatsis & Spanoudis
(2008) ponen en evidencia las dificultades de los estu-
diantes para diferenciar entre variacién proporcionalidad
y lineal. Lawton (1993) muestra los vacios que los estu-
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diantes universitarios tienen para resolver problemas que
requieren razonamiento proporcional.

El desarrollo no acabado de este tipo de pensamiento
obstaculiza la comprensién de gran variedad de conceptos
de diferentes disciplinas, tanto de las ciencias naturales
como de las ciencias sociales y humanas. Esta evidencia del
desarrollo del razonamiento proporcional posiblemente
tenga que ver mds con las formas de ensenanza escolar que
con las condiciones cognitivas de los estudiantes y de su
desarrollo. Una ensefianza basada en una segmentacién
de conceptos y en una excesiva secuenciacién de los cu-
rriculos termina por convertirse en un obstdculo para que
los estudiantes se hagan al panorama general y establezcan
interrelaciones adecuadas entre conceptos. Randall (2005)
considera que la ensefianza de la matemdtica debe basarse
en apoyar la construccion por parte de los estudiantes de
grandes ideas, para evitar, precisamente, que la matemdtica
sea vista como un conjunto desconectado de habilidades
y de hechos.

En un estudio de la resolucién de problemas de pro-
porcionalidad, Hart (1985) muestra que la variabilidad
en el desempefio intrasujeto depende de factores como el
contexto en términos de la familiaridad con el contenido
de la tarea; el tipo de magnitudes involucradas, sean dis-
cretas o continuas, y la estructura numérica en términos de
razones enteras o no. Cramer & Post (1993) identificaron
estrategias correctas de solucién usando razén unitaria,
factores de cambio, fracciones y producto cruzado. En el
andlisis del desempeno en problemas de proporcionalidad,
Touniare & Pulos (1995) senalaron errores causados por
ignorar datos fundamentales y el uso de estrategias de adi-
cién o diferencia en las que la comparacién multiplicativa
era més apropiada.

Investigaciones del razonamiento proporcional en
expertos y novatos muestran que los resolutores difieren
en las reglas computacionales que utilizan para resolver
los problemas (Sanz, Pozo, Pérez & Gdémez, 1996, p.347).
Rapetti (2003), encuentra que ciertos problemas en los
que se involucran la proporcionalidad entre magnitudes
diferentes resultan muchos mds féciles para los estudiantes
que los que involucran magnitudes tnicas y, ademds, que
las estrategias de resolucién son variadas y se asocian mds
a un tipo de problemas que otros, “asi la divisién para
la comparacién de magnitudes diferentes, el porcentaje
para aquellos casos en que se compara la parte con el

todo” (p. 70).
De acuerdo con Obando, Vasco & Arboleda (2013), se

afirma que las razones, proporciones y proporcionalidad
son temdticas de la mayoria de los curriculos del mundo.

Sin embargo, los andlisis de Vergnaud (1988, 1994) y de
Adjiage, R. y Pluvinage (2007), de acuerdo con Obando
et al. (2013), muestran que los estudiantes presentan di-
ficultades en el manejo de estos conceptos, lo cual exige
investigacion en este campo.

Obando ezal. (2014) en el estado del arte que elaboran
sobre la ensefianza y aprendizaje de la razén, la proporcién
y la proporcionalidad, afirman que se requiere mayor
investigacién para “comprender mejor las filiaciones y
rupturas, las lineas de continuidad o los saltos cualitati-
vos entre lo aditivo y lo multiplicativo, de tal forma que
los procesos escolares se puedan orientar a potenciar la
transformacion cualitativa de los razonamientos aditivos
hacia razonamientos multiplicativos” (p. 73).

Representaciones y operaciones

De acuerdo con Duval (2004), se afirma que la nocién
de representacion se ha presentado en la literatura especia-
lizada en el estudio de la cognicién humana de tres formas
diferentes: como representaciéon mental en los estudios de
Piaget, como representacién interna o computacional en
los enfoques de procesamiento, y como representacion se-
midtica en la lingfiistica. Para este caso, la tarea inferencial
respecto de las representaciones verbales de los operadores
matemdticos involucrados en la solucién de un problema,
se aborda como creencias psicoldgicas proporcionadas
por los participantes a través de sus verbalizaciones en
las entrevistas realizadas. Dichas representaciones tienen
la cualidad de constituir relaciones de conjunto entre los
signos, los referentes o referencias y los significados.

Las representaciones resultan del establecimiento de
relaciones entre sus elementos y en tiempo real constituyen
un todo que no se puede desagregar, purs estin compi-
ladas y funcionan como significados representacionales.
Los signos o marcas son los medios de representacion o
expresiones en un determinado registro de representacién
semiética, como los denomina Duval (2004); el referente/
referencia corresponde a lo representado, por ejemplo,
objetos, conceptos, mapas, entidades, situaciones presen-
tes reales o imaginadas, y el significado lo constituye la
produccién semidtica en términos de cadenas de expresién
y contenido, como concepto mental.

Para la presente investigacion, el significado representa-
cional da cuenta del cdlculo operacional llevado a cabo por
el resolutor, inserto en el marco de un sistema semidtico
numérico, que para el caso particular de la resolucién del
problema, es la proporcionalidad simple. La emergencia
del concepto mental y singular del cdlculo operacional
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efctuado por un resolutor, no es lineal o de veccién fija.
El sujeto se vale de un conjunto de signos o marcas iden-
tificables y actualizables que son referentes o referencias
de alguna cosa, objeto o entidad. Entre los signos como
marcas y los referentes como objetos o entidades, se da
una veccion y transformacion reciproca entre un sistema
numérico y uno gréfico. El significado como concepto
mental del cdlculo operacional, emerge permanentemente
con actualizaciones y modificaciones frente a las posibles
soluciones del problema.

La actividad cognitiva del sujeto circula, en conse-
cuencia, entre signos (marcas), referentes (objetos) y
significados (conceptos), y en ese devenir el significado
representacional del cdlculo numérico y de la relacién
entre las variables de velocidad, tiempo y distancia se
expande y transforma mds alld del significado inicial.
Los sujetos deben poseer esquemas cognitivos previos
(preconcepciones o teorias ingenuas) que en su relacién
con las tareas se actualizan y de esta manera posibilitan la
emergencia de representaciones especificas y singulares. En
esta perspectiva, el sistema semiGtico que coadyuva en la
solucién de un problema estd anclado bajo las condiciones
de desarrollo cognitivo del sujeto, lo que ha implicado (o
no) conocimientos previos relativos al problema, exper-
ticia en el dominio del conocimiento particular y de las
caracteristicas de la tarea en lo relacionado con la incégnita

que se ha de despejar (Autor 1, ez al., 2016).

Desarrollo y novedad cognitiva

El desarrollo cognitivo como expresién de lo nuevo en
términos de formas autoorganizadas en interaccién con el
medioambiente, evidencia la participacién de mdltiples
causas en defecto de la hipétesis de un solo factor como
control central. Variaciones de la conducta instaladas en
bucles de interaccion, muestran que al resolver problemas
los sujetos utilizan mecanismos de retroalimentacion,
controlan de alguna forma las variables en juego, aislan
dimensiones en términos de constantes y constituyen
comportamientos promedios a largo plazo, mediatizados
por atractores centrales (Montes, ].; van Dijk, M.; Puche,
N.; van Geer, P; 2015). En estos términos, es posible mo-
delar el desarrollo cognitivo bajo trayectos y trayectorias
cambiantes caracterizados por transiciones que permiten
hablar de sistemas oscilares flexibles, sujeto de desarrollo
mirado como una organizacién débilmente ensamblada,
en la que la naturaleza del avance se mediatiza por la in-
teraccién de los diversos factores del desarrollo en juego.
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A partir de los trabajos derivados de la concepcién
epistemoldgica del modelo de Lotka y Volterra (1925)
de interaccién predador-presa, se asiste a una perspectiva
no lineal de la relacién entre dimensiones. En este caso,
por ejemplo, la experticia, las operaciones, estrategias,
representaciones y demds instrumentos que caracterizan la
cognicién por una parte, y por la otra, el medioambiente
tal como la estructura de los problemas, sus contenidos y
la cultura que refieren, entre otras variables. El escenario
es el siguiente: el sujeto se enfrenta a un problema bien
sea en la cotidianeidad o en el laboratorio y alli perviven
enfrentadas las cogniciones con los problemas en la bus-
queda de las soluciones.

Lewis (2000, p. 36), traduce el desarrollo como “un
proceso capaz de explicarse por la emergencia esponti-
nea y coherente de formas de orden superior a través de
interacciones recursivas entre componentes mds simples.
El mecanismo que permite la emergencia de lo nuevo
es la autoorganizaciéon”. Cambios graduales, abruptos y
atin inesperados, se manifiestan como los de mayor inte-
rés investigativo en esta concepcion de la psicologia del
desarrollo, en la que la transicién emerge como el objeto
de estudio privilegiado sin dejar de lado, naturalmente,
el mecanismo del cambio.

Emergencia de nuevas formas de solucién de proble-
mas, en este caso distintos usos del control de variables y de
covariacion (Autor 1, ef al. 2016), podrian explicarse por
medio del devenir de procesos propios al sistema donde
interactian los sujetos. Los problemas poseen una estruc-
tura légica intrinseca, un contenido plausible y un anclaje
cultural y el sujeto al principio podria no resolverlos, en
seguida resolverlos de formas mds o menos deficientes y
mis tarde eficientes, caleidoscopio de sucesos como “la
emergencia de nuevas formas, las fases de estabilidad e
inestabilidad, el cambio continuo y discontinuo, y la
diferenciacién entre trayectorias individuales” (Lewis,

2005, p. 247).

El cuadro general del desarrollo cognitivo manifiesta,
en consecuencia, momentos de estabilidad, transiciones
diferenciales y la emergencia a mas largo plazo de patrones
de trayectos y trayectorias de corte oscilar y no lineal. Un
sujeto puede, por lo tanto, presentar en algin momento
la coexistencia de estados distintos de comportamiento,
aun contradictorios y mds tarde una estabilidad. Esta
perspectiva tedrica implica seguir de forma microgenética
las interacciones de los elementos del sistema y las abstrac-
ciones que emergen como comprensiones provisionales
frente a los problemas.
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El desarrollo psicoldgico es dindmico, multicausado,
multidimensional, singular histérico-cultural e integral,
lo que implica en el dominio cognitivo cambio, varia-
bilidad intra e intersujeto, multiples rutas de trayectos
y trayectorias, diversidad intrasubjetiva e intersubjetiva,
mediaciones socioculturales e histéricas y condiciones
afectivas y motivacionales, por lo que se distancia critica-
mente de las edades biolégicas, la linealidad y las estadia-
lizaciones (Lerner, 2006). Se reconoce, en consecuencia,
que el desarrollo es un proceso que enfatiza los cambios
sistémicos y las transformaciones espacio-temporales
producto de complejas interacciones entre biologia y
cultura que permiten despliegues de maltiples trayectos
y trayectorias de socializacion (Vasco y Henao, 2008).

En lo que tiene que ver con las relaciones entre desarro-
llo y aprendizaje, se plantea que el aprendizaje potencia el
desarrollo y el desarrollo impulsan el aprendizaje. En esta
perspectiva, aprendizaje y desarrollo interactdan entre si
y convergen en la génesis de las distintas trayectorias de
vida de un sujeto.

Las reflexiones anteriores sobre cambio cognitivo se
conectan en seguida, con los trabajos contemporaneos
relativos al cambio conceptual instalados en las relaciones
del desarrollo psicoldgico y el aprendizaje, en el contexto
de lo educativo como fenémeno complejo, multidimen-
sional y multicausado.

Una aproximacién como la descrita exige profundizar
con base en la psicologia del desarrollo sobre el cambio
cognitivo y una apertura al didlogo interdisciplinar en
dondel que se reconoce que el cambio conceptual y sus
implicaciones educativas son de interés para la psicologia,
la filosofia de la ciencia, la historia y la epistemologia (di
Sessa, 2014).

Cambio conceptual

El concepto de cambio conceptual irrumpié en la psi-
cologia educativa a partir del debate cldsico que introdujo
Kuhn (2000) para referirse a las trasformaciones de los
conceptos integrados en una teorfa cientifica cuando el
paradigma cambia. Las transformaciones de los paradig-
mas “son revoluciones cientificas y la transicién sucesiva
de un paradigma a otro por medio de una revolucion es el
patrén usual de desarrollo de una ciencia madura” (Kuhn,
2000, p. 36), que una vez aceptado debe demostrar una
mayor potencia explicativa sobre la de sus competidores,
proceso de cambio revolucionario que se extiende desde
la evidencia de las anomalias, la formulacién de nuevas
teorfas, los cambios en las normas que rigen los problemas

y explicaciones admisibles, la sustitucién de los criterios
que legitiman los problemas y las soluciones, todo ello
instalado en el marco de presiones socioculturales, eco-
némicas y politicas (Kuhn, 2000).

El cambio conceptual en el dmbito educativo referido
a las ideas cientificas, es diferente del cambio cognitivo
relativo a las ideas ingenuas en el sujeto y ha venido
ganando protagonismo en los debates contempordneos
de las ciencias de la educacién, en los que ya se tiene un
consenso sobre la necesidad de investigarlo a fondo, dado
que para muchos estudiantes es muy dificil el aprendizaje
de conocimientos cientificos, ademds de demostrarse la
ineficiencia de los métodos tradicionales que enfatizan la
acumulacién de informacién (Poso 2009; di Sessa, 2014;
Vosniadeu 2007-2013).

Poso (2009), plantea la existencia de tres procesos de
cambio conceptual desde la periferia de la teorfa hasta su
nicleo central, lo que supondria finalmente una restruc-
turacién fuerte:

Suelen diferenciarse al menos tres procesos de cambio
conceptual en un dominio dado. La forma mds leve de
cambio conceptual serfa el enriquecimiento o crecimiento
de las concepciones, simplemente incorpordndoles nueva
informacidn, pero sin cambiar en absoluto la estructura
conceptual existente. El ajuste ya implicarfa modificar esa
estructura de alguna manera, fundamentalmente por pro-
cesos de generalizacién y discriminacién, pero no requerirfa
un cambio radical de las estructuras existentes. Este cambio
radical se produciria con la reestructuracion, una nueva forma
de organizar el conocimiento en un dominio que resulte
incompatible con las estructuras anteriores... ese cambio
conceptual o reestructuracién serd necesario cuando la
superacién de las teorfas alternativas en un dominio dado
requiera adoptar nuevos supuestos epistemoldgicos, ontol4-
gicos y conceptuales desde los que interpretar los escenarios
y situaciones en ese dominio (p. 143).

De acuerdo con Pozo (2009), adicionalmente se
requiere enfrentar al aprendiz a conflictos cognitivos en
el orden tanto factual como conceptual y estos ocurren
cuando el estudiante confronta sus teorfas con hechos o
con otras teorfas a fin de tomar consciencia de lo erréneo
de sus suposiciones, lo que deviene en una movilizacién
y restructuracion de sus ideas previas.

Las diversas definiciones de cambio conceptual conver-
gen en términos de pasar de piezas relativamente asiladas
producto del disturbio que producen las nuevas ideas,
a integraciones en sistemas mds amplios y complejos
de conocimiento estructurado, en coherencia relativa
con las ideas previas (Vosniadou, 2013; di Sessa, 2014),
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significativamente influenciado por factores sociales y
situacionales e igualmente se reconoce que son diversas las
modalidades de cambio conceptual dentro de un mismo

dominio y entre distintos dominios de conocimiento (di
Sessa, 2013).

Vosniadou (2013) enfatiza que se tienen cuatro
condiciones fundamentales para que se dé el cambio
conceptual: “(...) debe haber insatisfaccion con concep-
ciones existentes. Debe haber una nueva concepcién
que sea inteligible. La nueva concepcién debe parecer
ser plausible. De la nueva concepcién debe sugerir la
posibilidad de un programa fructifero” p. 11). Dicho
autor critica el conflicto cognitivo de reduccionista dado
que no contempla las ideas productivas, bdsicas para la
construccién de conceptos mds complejos, y se centra
solo en los errores.

Aprendizaje ensefianza de la ciencia
y contextos socioeducativos

Aprender ciencias y afrontar el cambio conceptual por
parte de los estudiantes, requiere procesos de educacién
direccionados intencionalmente a la construccién de
conceptos cientificos, proceso educativo que debe tener
en cuenta las teorfas ingenuas que las personas poseen en
los distintos dominios del conocimiento. Dichas teorfas
son diferentes de las teorfas cientificas en el sentido de
que no son explicitas, carecen de poder explicativo, no
tienen la consistencia de las teorfas cientificas, no son
metacognitivamente conscientes, no pueden ser probadas
o falseadas y no son socialmente compartidas.

Las teorfas del cambio conceptual enfrentan teérica-
mente dos orientaciones, a saber, la de la fragmentacién
y la de la coherencia, cada una de ellas herederas de las
reflexiones de Kunh y Toulmin respectivamente (di Sessa,

2014).

Desde la década de los noventa, en el campo de los
estudios sobre conocimientos erréneos se afirma que las
ideas ingenuas en la fisica son extremadamente coherentes
en el mismo sentido que lo son las teorfas cientificas, pero
en la actualidad y desde la perspectiva de la fragmentacién
se defiende la idea de hebras que requieren tejerse mds
fuertemente y se afirma que hay relaciones diferentes a
la coherencia —por ejemplo, en el aprendizaje de las
matemdticas— que implican la deduccién que requiere
comprobacién empirica, plausibilidad y uso mutuo, abs-
tracciones comunes y alineamiento categorial (di Sessa,
2013). En este contexto, las teorfas ingenuas se reconocen
como diferentes a las teorias cientificas, menos articuladas,
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carentes de conocimiento metacognitivo y menos cohe-
rentes. En el proceso de construccién de conocimiento
se pasa de piezas relativamente aisladas a su integracién
en sistemas mds amplios y complejos de conocimiento
estructurado. De esta forma las teorfas ingenuas tienen
una relativa coherencia, estin caracterizadas por relaciones
de cierta causalidad y son generativas en el sentido de que
permiten ciertas predicciones y explicaciones.

Por el lado de las fragmentaciones, estas se dan cuan-
do el estudiante simplemente adiciona informacién sin
considerar la coherencia de lo nuevo con lo previo. Los
conocimientos erréneos surgen cuando las comprensiones
cientificas no se alcanzan y se distorsionan, creando asi
lo que Vosniadou (2013) ha denominado concepciones
sintéticas, las cuales son innovadoras frente al problema de
la inconmensurabilidad entre lo nuevo y lo previo. En este
sentido, las concepciones sintéticas o hibridas representan
un progreso importante en el proceso de construccién
de conocimiento y son modelos situacionales en los que
se hace necesario tratar con las demandas de la situacién
especifica.

El debate entre coherencia y fragmentacién aporta
elementos de andlisis para comprender las diferencias
entre novatos y expertos. De acuerdo con di Sessa (2013,
los novatos, a diferencia del experto, tienen dificultades
para conectar las ideas ingenuas sobre un fenémeno. Se-
gun Vosniadou (2013), los novatos tienen un sistema de
conocimiento de colecciones inestructuradas de diversos
conocimientos denominados p-prims, originados en
comprensiones superficiales de la realidad.

Puede plantearse, entonces, la diferenciacién entre
“mecanismos abajo arriba, conservadores, aditivos y
ampliamente inconscientes, de mecanismos arriba abajo,
radicales, deliberados y de aprendizajes intencionales”,
que expresa Vosniadou (2007, revisado en 2014, p. 50)
para diferenciar los mecanismos de cambio que utilizan
diferencialmente los novatos y expertos.

“El uso de mecanismos simples como procesamiento
abajo arriba, o aditivos es lo que se conoce como cambios
conceptuales espontdneos...” (Vosniadou, 2007 revisado
en 2014, p. 50) que tienen lugar en espacios naturales y
estan mediados por la cultura. Estos cambios espontdneos
pueden llevar a concepciones erréneas. Las comprensiones
producen modelos hibridos o sintéticos. Ello se da por-
que los novatos solo cambian parte y no el todo de sus
creencias, no tienen conocimientos explicitos y por ello
no comprenden las contradicciones e inconsistencias ni
las distorsiones que crean entre las teorfas ingenuas y las
explicaciones cientificas.
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Desde la perspectiva de los expertos, los cambios en las
comprensiones de conceptos cientificos exigen un com-
portamiento similar al cientifico que lleva a cabo verda-
deras prueba de hipdtesis, experimentacion reflexiva, uso
de analogias plausibles, modelamiento y representaciones
externas (Vosniadou, 2007, revisado en 2014).

Este proceso requiere un procesamiento arriba abajo
deliberado, ademds de mecanismos de aprendizajes
intencionales. En el cambio conceptual el sujeto se con-
fronta con marcos conceptuales que explican de forma
diferente los fendmenos, compara las teorfas cientificas
con sus concepciones ingenuas y evidencia las contradic-
ciones e inconsistencias que lo movilizan hacia nuevas
construcciones intencionales, tanto del contenido como
de sus aprendizajes, lo que significa una metacognicién
estructural que potencia comprensiones y explicaciones
del fenémeno con un necesario el soporte sociocultural
(Vosniadou, 2007, revisado en 2014).

Objetivo

Clasificar los distintos tipos de representaciones verba-
les utilizadas en los cdlculos involucrados en la solucién
de un problema e inferir en qué medida explican los
procedimientos ejecutados por los sujetos estudiados.

Metodologia

Tipo de estudio

La presente indagacién, que forma parte de una inves-
tigacién mayor, constituy6 un estudio de tipo cualitativo
centrado en el andlisis microgenético por segmentos que
se hizo del proceder del sujeto al resolver el problema
y en el andlisis de contenido de la enunciacién verbal,
que permite inferir los significados representacionales
de los cdlculos que involucran operadores matemdticos
y relaciones entre variables en la solucién del problema.
El modelo que a continuacidn se presenta, es el resultado
mixto de categorias tanto deductivas como inductivas.

De acuerdo con Puche-Navarro (2008), quien cita a
Siegler (2000 & 2004), se plantea que el propésito de los
estudios microgenéticos es acercarse detalladamente a los
procesos, a fin de reconstruir los procedimientos para la
resolucién de los problemas con el objeto de dar cuenta
de la novedad cogpnitiva. Para este andlisis, el proceder
que sigue el resolutor se caracteriza segin dos dimensio-
nes: control y covariacion. La primera se refiere al hecho
de mantener (o no) constante el valor de una variable
por dos 0 mds intentos mientras se cambia el valor de la

otra; y la segunda se refiere a la sucesién de valores que
alcanza la distancia D en una secuencia de intentos. El
proceder del sujeto se estudia segtin cada dimension y
se segmenta segtn el tipo de regularidad presentada. Un
segmento estd constituido por una sucesién de intentos
que mantiene el mismo tipo de control o de covariacin.
Una sucesion de segmentos constituye un trayecto. La
sucesion total de intentos es la trayectoria (autor 1 ez
al. 2016). Los tipos de control identificados son: a. no
control; b. control simple de dos intentos; c. control
simple mayor a dos intentos; d: control con alternancia;
e. cambio controlado y de covariacién; f. no covariacion;
g. covariacién creciente; h. covariacion decreciente, e i.
covariacién mixta (autor 1 ez al., 2016).

El andlisis de contenido como método de investiga-
ci6n cualitativa, surge como alternativa para explorar de
manera sistemdtica material simbdlico diverso. Responde
a la necesidad del investigador de inferir la estructura
interna de una informacién bien sea en términos de
sus elementos e interrelaciones o sus dindmicas (L6pez,
2002). En consecuencia, con dichos propdsitos, se
analizaron las enunciaciones verbales de los resolutores,
a partir de las cuales se establecieron y clasificaron las
distintas maneras de significados representacionales de
los operadores matemdticos involucrados en la solucién
de la tarea problema.

No se desconoce que todo proceso inferencial estd
filtrado por el investigador, lo que exigié un acuerdo
undnime entre los investigadores sobre la clasificacion
hecha para garantizar la validez de los andlisis.

Procedimiento de la investigacion

— Aplicacién de la tarea y de las tareas de control a una
muestra de doce casos.

—  Andlisis microgenético del proceder del resolutor por
segmentos, de acuerdo con los criterios establecidos
para control de variables y covariacion.

— Andlisis del contenido de las enunciaciones verbales e
inferencia de los significados representacionales de los
calculos matematicos usados frente a las variables, a
partir de las enunciaciones verbales de los resolutores.

— Clasificacién y validacién de acuerdo con la rejilla mo-
delo clasificatorio de significados representacionales y
relacién entre variables.

— Establecimiento de la relacién entre representaciones
verbales y procedimientos.
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Participantes

Doce estudios de caso, de diferente edad (11 a 22 afios),
estudios (5° de primaria a tltimo semestre de pregrado
universitario y maestria), experticia y semejante nicho
cultural. Los escolares participantes provienen de una
institucion educativa de la ciudad de Bogotd, en la que la
Facultad de Psicologia de la Pontificia Universidad Jave-
riana efetda précticas de profesionalizacién. Los sujetos
fueron informados de los propésitos de la investigacion y
aceptaron participar voluntariamente. Como se plante$
para este articulo, de los doce casos se citan tres, corres-
pondientes a un novato, uno de tipo intermedio y un
experto, para ilustrar los andlisis hechos.

Instrumento/tarea

Software URANUS desarrollado en la investigacion
mds amplia (autor 1 ¢z al. 2016) y actividades de control:
“La tarea-problema que se propuso resolver en este estu-
dio es un tipico problema de movimiento rectilineo de
velocidad constante. Especificamente, consiste en deter-
minar la velocidad constante que debe imprimirse a un
mévil y el tiempo que debe durar el evento-movimiento
para cubrir una distancia que previamente se fija sobre
un segmento de recta. Tanto la velocidad y el tiempo
son dados en valores escalares (es decir, se da el valor que
indica su extensién sin ninguna unidad). El resolutor debe
determinar la velocidad (V) y la duracién del movimiento
(T) de un mévil para que este recorra la distancia D que
separa el punto de partida y el punto de llegada (la meta)
con un error de mds o menos el 2.5 % de la distancia D.
Se pueden hacer hasta quince intentos para ejecutar la
tarea’ (autor 1, et al. p. 13).

Figura 1
Interfaz del Software URANUS V,

Para explorar, ampliar y corroborar las soluciones del
resolutor ante el problema de proporcionalidad propuesto,
se aplicaron tres tareas de control.

16 < Universidad de San Buenaventura, Cali, Colombia

Figura 1
Situacion control 1
Intento Y T
1 40 20
2 40 30
3 40 50
4 40 65
5 40 70
6 40 60

E: “Se muestra lo que hizo otro nifo. En el primer intento
puso velocidad 40 y tiempo 20; en el segundo intento
puso velocidad 40 y tiempo 30; en el tercer intento puso
40 y tiempo 50; en el cuarto intento puso velocidad 40
y tiempo 65 (con estos Gltimos valores queda cerca de la
meta); en el quinto intento pone velocidad 40 y tiempo
70 y ahi se pasa de la banderita, y en el sexto intento pone
40 de velocidad y tiempo 60. ;Qué piensas de esos dos
valores?”. Con esta tarea se busca identificar si el resolutor
puede anticipar el valor adecuado de T que ha de ser mayor
que el dado a T en el intento n, pero menor que el dado
enel intento n + 1.

Figura 2
Situacion control 2

30 25

. 1

E: “En esta situacion el nifio puso velocidad 30 y tiem-
po 25 y al poner esos valores la barra se le movié hasta acd
(el entrevistador sefala la rayita indicada en la grafica). Si
te dijera que en un segundo intento tendrias que poner
los valores para que llegue a la meta, o por lo menos lo
mds cercano a la meta ;qué valores pondrias?”. Se busca
identificar si el resolutor establece relaciones entre la dis-
tancia recorrida con la totalidad de la distancia a recorrer
para determinar los valores de V'y T y el tipo de relacién.

Figura 3
Situacion control 3

\' T

40 20

\ T

80 20
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E: “En este la persona puso velocidad 40, tiempo
20, y llegé acd (E: sefala la rayita ndicada en la gréfica).
;Qué pasaria si ponemos velocidad 80 y tiempo 202 A
dénde crees que llegaria?”. Esta tarea es complementaria
a la anterior. Busca precisar si la solucién ofrecida en la
tarea anterior es una aproximacién meramente aditiva o
multiplicativa o si es proporcional.

Para el andlisis de contenido de los significados repre-
sentacionales de las operaciones y la relacién entre variables
se tuvieron en cuenta los tipos de operadores matemdticos
posiblemente aplicados a la solucién del problema y cinco
clases de significados representacionales emergentes a
lo largo del andlisis del material proporcionado por las
entrevistas semiestructuradas. No se descarta que puedan
existir otros mds.

Posibles operaciones matemdticas aplicables a la solu-
cién del problema:

a. Aincrementos de Vy T se producen incrementos de
D. Siaumenta V aumenta D y si aumenta T aumenta
D. Solucién aditiva.

b. D es directamente proporcional a V'y a T. Si de du-
plica, triplica, cuadruplica, etc., V (o T) se duplica,
triplica, cuadruplica, etc., D. Solucién multiplicativa.

c. Si Dm = K, que representa la distancia total que ha
de recorrerse (desde el punto de partida hasta la meta,
esta permanece constante de manera que D= V*T
que se transforma en K = V¥T y que puede leerse
como que entre V y T existe una relacién inversa-
mente proporcional. Cuanto mayor es V se necesita
menos tiempo y viceversa, pero ademds si se duplica,
triplica, cuadruplica V, T, se reduce a la mitad, a la
tercera, cuarta parte, para recorrer la misma distancia

K. Solucién proporcional (Tabla 1).

Tabla 1
Rejilla modelo clasificatoria de significados representacionales
y relacion entre variables
Clase  Significado representacional ~ Universo verbal para relaciones y finalidad Tipo de Relacién entre  Efecto especifico
cilculo variables
Significado representacional de  poco; poquito; mucho; mds; menos; subir; Aditivo Sin relacién Sin referir efectos
R1 célculos aditivos sin relacién bajar; quitar; agregar; poner; adicionar; restar.
entre variables y sin referir efectos Sin relacién bajo la preposicién  ni conjun-
especificos. cién y, “poco a.. y mucho a..”. Sin locucién
conjuntiva de finalidad “para que..”
Significado representacional de poco; poquito; mucho; mds; menos; subir; Aditivo Sin relacién Con referencia a
R2 cdlculos aditivos sin relacién bajar; quitar; agregar; poner; adicionar; restar; efectos
entre variables con referenciaa  mayor; menor. Sin relacién bajo la preposi-
efectos especificos. cién 4 ni conjuncién y,“poco a.. y mucho a..”.
Con locucién conjuntiva de finalidad: “para
que llegue/corra/camine/desplace
Significado representacional de  todas las anteriores aditivas, mediadas por Aditivo Con relacién ~ Con referencia a
R3 célculos aditivos con relacién en-  una relacién bajo la preposicién « seguida de efectos
tre variables que produce efectos  la conjuncidn y, “poco a.. y mucho a..”. Utili-
especificos. zacién de la locucién conjuntiva de finalidad:
“para que llegue/corra/camine/desplace/
Significado representacional de  todas las anteriores aditivas; duplicar; tripli- Aditivo y Con relaciéon ~ Con referencia a
R4 célculos aditivos y multiplicativos  car; cuadruplicar. Relacién bajo la prepo- multiplicativo  diferenciada efectos
y relacién diferenciada entre sicién « seguida de la conjuncién y, “poco
variables que produce efectos a.. y mucho a..”. Utilizacién de la locucién
especificos. conjuntiva de finalidad: “para que llegue/
corra/camine/desplace
Significado representacional de  todas las anteriores aditivas; tercera parte; Aditivo, mul-  Con relacién ~ Con referencia a
R5 célculos aditivos, multiplicativos  cuarta parte; quinta parte; entre la mitad de.  tiplicativo y diferenciada efectos

y de proporcién directa o inversa
y relacién diferenciada entre
variables que produce efectos
especificos.

Relacién bajo la preposicién a seguida de la
conjuncién y, “poco a.. y mucho a..”. Utiliza-

proporcional

cién de la locucién conjuntiva de finalidad:
“para que llegue/corra/camine/desplace/
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Resultados

Dadas las restricciones de espacio, se presentan con
detalle los resultados de tres de los doce casos estudia-
dos. Estos casos son tipicos de los diversos significados
representacionales estudiados. En las tablas 2, 3, 4y 5
se muestran apartes de la entrevista en términos de las
enunciaciones verbales, la inferencia de los operadores
matemdticos utilizados y extractos de frases que expresan
el universo lingiistico utilizado por los sujetos.

Para cada caso se presentan cuatro tablas. En ellas se
describe el procedimiento general analizado de acuerdo
con los criterios de control de variables y covariacion y
las respuestas dadas ante las situaciones de control que
fueron aplicadas.

En las tablas se ilustra el andlisis de los significados
representacionales en funcién de los cdlculos empleados

y de acuerdo con la tipologia de categorias de andlisis
establecidas.

En este sentido, los resultados establecen qué tipos de
operadores matemdticos utilizan los sujetos, las palabras
utilizadas y las relaciones o no, entre las variables de ve-
locidad, tiempo y distancia que caracterizan el problema

aplicado.

CASO: JIR (11:00 afios) quinto grado. Novato.

Caso JJR . Andlisis microgenético respecto del pro-
cedimiento. Caracterizacién de la trayectoria segin la
dimensién control: (dabe) de control, con alternancia
pasa a no control. Después vuelve a hacer un control
simple de dos intentos y finaliza con cambio controlado.
En la dimensién covariacién: g. Un tnico segmento de
covariacion creciente.

Tabla 2

Andlisis de contenido de resolucion de la tarea

Procedimiento (*) Enunciacién verbal

Anilisis de contenido Universo lingiiistico

Operador aditivo simple ...mds 0 menos

...le subi

...iba a llegar antes
Operador aditivo simple ...mds velocidad
Operador aditivo simple ..subirle mis a la velocidad o a

los minutos...

INT v T E ...;Por qué pusiste estos valores en el
primer intento?
1 15 7 JJR: ...porque pensaba que de pronto era
2 15 30 cudnto yo me demoraba, cémo me iba mds
3 32 30 0 menos.
4 47 47 E: ;Y acd en el segundo intento que dejaste
5 47 59 igualito la V?
JJR: Pero le subi al tiempo.
6 48 60 E: ;Por qué?
Porcentaje de JJR: Porque de pronto podia. Pensaba que si
aproximacién le subfa un poco més al tiempo iba a llegar
ala meta antes.
3,67 JJR: A ver, ahf [tercer intento] sf pensé que de
1572 pronto necesitaba mds velocidad porque ya
me daba cuenta de que no era cuénto yo me
33,53 durara sino que tenfa que, que era otra cosa,
77,16 ahi ya me di cuenta y le subi mds.
96,86 [...]1JJR: Ese si, ahi yo pensaba que en el
100,59 tercero ya me iba a quedar bien, pero cuando

vi que también me quedd mal el cuarto yo me
puse a pensar jserd que tengo que subirle mds
a la velocidad o a los minutos...?

JJR: Subirle a los dos a lo igual a ver si de
pronto tenfan que estar iguales

E: Ah listo, ;y ahi llegamos?

JJR: El tiempo lo subi mds porque de pronto
a lo que le subiera el tiempo, tenia uno més
tiempo para llegar...

E: Ah ok. Y ya en el tltimo intento, en éste
llegamos ya.

JJR: Yo pensaba, yo dije a lo que ya me falta
poquito le voy a subir a, de 47 a 48 y de 59

a 60.

Operador aditivo simple

Operador aditivo simple

Operador aditivo simple

... subirle a los dos a lo igual

...falta poquito le voy a subir
a...

(*) En la primera tabla se registran los valores dados a la velocidad y el tiempo. En la segunda el porcentaje de aproximacion a la meta.
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La Tabla 2 expresa la intuicién de que a mayor valor
de V o T se llega antes. Aparecen enunciados como: a) “A
mayor tiempo se llega antes”.Se trata, entonces, de més
tiempo para llegar y no de mayor distancia por recorrer.
b) “No era cudnto duraba, sino otra cosa” que evidencian
la ausencia de relacién entre Vy T; ¢) “...ahi yo pensaba

que en el tercero ya me iba a quedar bien, pero cuando vi
que también me quedé mal el cuarto yo me puse a pen-
sar, serd que tengo que subirle mds a la velocidad o a los
minutos...”, enunciado que también indica que concibe
a Vy T sin relacién entre si.

Tabla 3

Caso JIR. Andlisis de contenido situacion de control 1

Situacién de control

Enunciacién verbal

Anilisis de contenido

Universo lingiiistico

Intento | Y T
1 40 | 20
2 40 | 30
3 40 | 50
4 40 | 65 | Queda cerca de la meta
5 40 | 70 |Se pasa de la meta
6 40 | 60

JJR: Porque éste niimero (V:65) es
mayor que éste (V:60) y este (V:65)
qued cerca de la meta. Entonces,
este (V:60) quedaria mds atrds,

la barra azul. Acd (V:60) deberfa
haber puesto por ahi 68 0 67 mis

O menos.

Operadores aditivos
simples

...V=65 es mayor que
V =60, quedarfa mds
atrés..

La Tabla 3 destaca que a mayor valor de V (siempre que sea menor que V=70, valor que supera la meta) mds cerca

estd de la meta.

Tabla 4

Caso JIR. Andlisis de contenido situacion de control 2

Situacién de control

Enunciacién verbal

Anilisis de contenido

Universo lingiiistico

30 25

ﬂ

Primer intento

69 (dice basarse en los valores de la
situacién de control 1) con 40 - 69
podria haber llegado.

Segundo intento

E:...V:20 y T:89. ...Se me ocurrié
quitarle 20 a este (a V = 40 tomado
de la solucién a la primera tarea, le
quita 20) y sumar, pasarle los 20 de
este (a T= 69 de la solucién de la
primera tarea)

Operador aditivo (com-
pensacién aditiva entre

VyT)

...quitarle
...sumar, pasarle los...

En la tabla anterior se observa que si se considera un par de valores que sirven (V=40 y T=69), se puede tener otro
par que también es vilido mediante cambios compensatorios aditivos (se quita 20 a V'y se le agregan a T).

Tabla 5

Caso JJR. Andlisis de contenido situacion de control 3

Situacién de control

Enunciacién verbal

Anilisis de contenido

Universo lingiiistico

\ T
40 20
\ T
80 20

JJR: Por acé yo creo que mds o
menos.

E: Haz la rayita.

JR: Porque estos niimeros se parecen
mucho sino que se le suman es 40...

JJR: Llegaria un poquito mds lejos
pero no creo que alcance a llegar a
la meta.

E: ... Siyo le pusiera aqui (V) 80 y
acd le pusiera (T)40, ;qué crees que
me pasaria?

JJR: Llegarias més lejos, llegarias por

ahi hasta por acd mds o menos...
mds tiempo

Operador aditivo

...mds 0 menos...

...mds tiempo

La Tabla 5 evidencia que a mayor valor de una de las variables se llegarfa mds lejos.

Revista Guillermo de Ockham. Vol. 17, No. 2. Julio-diciembre de 2019. ISSN: 1794-192X > 19



Hugo Escobar - Rocio Abello Correa - Jorge Castafio Garcia

CASO: NE (18;00) grado once. Intermedio.

Caso NE. Andlisis microgenético respecto del procedimiento Caracterizacién de la trayectoria segin la dimensién
control: & (control con alternancia); covariacién: g creciente con tres intentos.

Tabla 6
Caso NE. Andlisis de contenido de resolucion de la tarea
Procedimiento Enunciacién verbal Andlisis de contenido Universo lingiiistico
Porque pues a tal velocidad y pues al ver el Operador aditivo relacional ...valor equitativo..
INT v T tiempo, pues pensé que pues podria dar un
50 50 valor equitativo a la... a la meta y que... si
pensé que era el valor mds aproximado para ...mds aproximado...
2 50 25 que fuera acertado. Para que se aproximaran ~ Operador aditivo simple
52 55 mds ya que el primer intento me dio siempre
Covariacién en una escala mds un poquito mds lejos de lo
que esperaba, ¢si? Entonces por eso mismo,
87,32 querfa como para que se aproximara mds a
96,05 ese valor hacia la meta, entonces coloqué. .. ...se aproximard mds
coloqué mds valores para que, para que fuera
99,90 mds acertado. Ya que si la primera variable no

me funciond, pues la velocidad, pues entonces

quise probar con la otra y pues justo los dos

me dieron en el valor, el valor aproximado... ...quise probar con la otra...
si el valor aproximado hacia la meta.

La Tabla 6 presenta la evidencia de uso de diversos operadores, inicialmente de corte aditivo relacional y luego
aditivo simple. Igualmente, la presencia de frases que unen dos variables (V) y (T) con respecto de (D).

Tabla 7
Caso NE. Andlisis de contenido situacion de control 1 (intermedio)
Situacion de control Enunciacién verbal Anélisis de contenido  Universo lingiiistico
Intento | Y | T Mm... pienso que un 50 y 50, ya Operador aditivo

1 40 | 20 que, ya que ;qué? Ya que, aqui se relacional Equiparar

ve (NE senala el tiempo del cuarto
2 40 | 30 intento, T:65) pues que colocé
3 40 | 50 pues mucho valor jsi? Y pues acd
4 40 | 65 | Queda cerca de la meta (NE sefala la velocidad del cuarto
5 40 | 70 | Se pasa de la meta intento, V:40) pues no tanto, pues
6 40 | 60 por lo mismo, debe ser equitativa

entre los dos.

En la tabla anterior se observan operadores aditivos relacionales relativos a las dos variables de forma equitativa.

Tabla 8
Caso NE. Andlisis de contenido situacion de control 2

Situacién de control Enunciacién verbal Anilisis de contenido  Universo lingiiistico

Mm... pues un 52 y un 53 (NE Operador aditivo

\" T escribe V:52 y T:53) relacional

30 25 :Y con eso se llega a la meta? ...equitativos.
Pienso yo.
sSI2°Y por qué.

tivos entonces suméndole a los dos

ﬂ Por lo mismo. Son valores equita-

! } i pues voy llegando a la meta.

La Tabla 8 presenta evidencia de un operador aditivo relacional que le permite al sujeto estimar llegar a la meta
con valores que juzga equitativos.
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Tabla 9

Caso NE. Andlisis de contenido situacion de control 3

Situacién de control

Enunciacién verbal

Anilisis de contenido

Universo lingiiistico

;Y cudl crees que tendria ser el valor ~ Operador aditivo

relacional
meta... Lo mismo, lo que siempre he

Equitativos para que llegue el valor

...equitativos

\ T para llegar a la meta?
40 20 El valor que deberia llegar a la
dicho 50-50.
} ' 1 a la meta.
\ T
80 20

En la enunciacién verbal general del caso identificado
como NE, se encuentran operadores matemdticos adi-
tivos simples y aditivos relacionales. En las oraciones se
evidencia el uso de frases que ponen en relacién las dos
variables de (V) y (T) con respecto a (D). Este caso fue
evaluado en su procedimiento en términos del uso de un
control con alternancia. Las representaciones verbales que
denotan operadores aditivos relacionales son pertinentes
con dicho procedimiento. Sugiere el uso de una teoria en

la que el sujeto diferencia las variables V'y T para producir
el efecto deseado.

CASO: CH (22;00 afios). Experto.

Caso CH. Andlisis microgenético respecto del procedi-
miento en relacién al control de variables: 26 (no control,
control simple de dos intentos) y covariacién: g creciente
de tres intentos.

Tabla 10

Andlisis de contenido de resolucion de la tarea

Procedimiento Enunciacién verbal Andlisis de contenido Universo lingiiistico
CH: Listo, entonces al ver que con 5 Operador multiplicativo ...quinta parte...
INT A% T 9 p P quin@p
me alcanzo a recorrer como una quinta relacional
1 50 5 parte dije: pues veamos con 25 deberia

2 880 25 recorrerse toda... CH: y aumentemos un
poco la velocidad para que se recorra mds  Operador aditivo relacional

33 80 335 [
rdpido...

% de acercamiento a la meta
8,73
69,86
97,80

CH: En el dltimo me di cuenta de que
con 80 se podia alcanzar la distancia, sino
que le faltaba un poquito de tiempo para
moverse entonces dije aumentémosle 10
segundos...

Operador aditivo simple

...aumentemos un poco...

...faltaba. .. un poquito...
...aumentémosle...

En la Tabla 10 se observa la presencia de diversos operadores, inicialmente de corte multiplicativo, luego aditivo
relacional y por tltimo aditivo simple. Igualmente, el uso de frases que unen las dos variables (V) y (T) y (“aumentemos

un poco la velocidad para que

se recorra més rapido”).

Tabla 11

Caso CH. Analisis de contenido situacion de control 1

Situacién de control

Enunciacién verbal

Anilisis de contenido

Universo lingiiistico

.. entre la mitad ..

CH: Estuvo mal. Yo hubiese puesto  Operador proporcional

algo entre la mitad de los dos (senala relacional.

los valores de T 65 y 70) porque si

dice que con 65 me queda cerca y

70 se me pasa, pues uno busca un

ntmero en la mitad para que alcance

a llegar justamente donde es...

Intento | Y T
1 40 | 20
2 40 | 30
3 40 | 50
4 40 | 65 | Queda cerca de la meta
5 40 | 70 | Se pasa de la meta
6 40 | 60

.. yo hubiese puesto algo
entre la mitad de los dos
... uno busca un nimero
en la mitad para que
alcance
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En la tabla anterior se observan operadores proporcionales relacionales relativos a dos mitades hacia atrds y hacia

delante de las magnitudes en juego.

Tabla 12

Caso CH. Andlisis de contenido situacion de control 2

Situacién de control

Enunciacién verbal

Andlisis de contenido

Universo lingiiistico

N
30

T
25

CH: Entonces, este pedazo (del

inicio al punto donde llegé el parti-
cipante) es mds o menos una cuarta
parte de toda la distancia. Entonces
si yo duplico la velocidad y duplico

el tiempo podria recorrerla. Entonces
yo pondria V 60 y T 50.

{  E: Listo, ;y llegarfas a la meta?
CH: llegaria a la meta.

Operador multiplicati-
vo relacional

...es mds 0 menos...
...una cuarta parte....
..si yo duplico la
velocidad y duplico el

tiempo...

La Tabla 12 muestra un operador multiplicativo relacional que le permite al sujeto estimar la llegada a la meta.

Tabla 13

Caso CH. Analisis de contenido situacion de control 3

Situacién de control

Enunciacién verbal

Anilisis de contenido

Universo lingiiistico

Solo se duplica la velocidad, enton-
ces (piensa un momento viendo la
gréfica) yo dirfa que llega por acd
porque solo se duplica la velocidad.
Entonces deberia (hace una raya

ﬂ mas alld de la mitad de toda la linea

a recorrer), no de hecho deberia ser

\ T
40 20
\ T
80 20

como por acd (hace una raya un
poco antes de la que hizo inicialmen-
te) mds o menos, si acd, porque solo
se duplica la velocidad, entonces va

a recorrer el doble de la distancia en
el mismo tiempo, entonces deberfa
recorrer el doble de esta distancia
(sefiala la distancia que se recorrié
con los valores de V: 40 y T:20).

Operador multiplicati-
vo relacional

... se duplica la veloci-
dad...

..mds o menos...

... la mitad de toda la
linea a recorrer..

...se duplica la velocidad
entonces va a recorrer el
doble de la distancia en
el mismo tiempo...

En la enunciacién verbal general del caso CH, se en-
cuentran operadores matemdticos de todas las tipologias
planteadas, aditivos simples y relacionales, multiplica-
tivos y proporcionales, segtin sea el caso y el problema
por resolver.

En las oraciones se evidencia el uso de frases relacio-
nales: “entonces si yo duplico la velocidad y duplico el
tiempo...” Si bien el procedimiento fue evaluado como
no control y control simple”, las representaciones ver-
bales de los operadores evidenciados en el andlisis de
contenido se muestran a un mayor nivel. Sugiere el
uso de una significacion representacional donde T'y V
se relacionan bajo diversos operadores aditivos, multi-
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plicativos y proporcionales, segiin sea la manera mds
apropiada de solucién.

LaTabla 14 en términos del cruce de casos, las respec-
tivas evaluaciones procedimentales y las representaciones
verbales correspondientes, resume las evidencias encon-
tradas. Se observa que en la medida de la experticia los
sujetos poseen significados representacionales cada vez
mds complejos y al mismo tiempo establecen relaciones
entre las variables del problema. Se evidencié que célcu-
los méds complejos del orden multiplicativo y proporcio-
nal (expertos) a diferencia del aditivo (novatos), hacen
del proceso procedimental una solucién mds eficiente
en términos de nimero de intentos.
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Tabla 14
Cruce de casos evaluaciones procedimentales y representaciones verbales correspondientes

Ne Casos Intentos Evaluacién control Evalu.aci‘('tn ’Rep resex{tefci()n verbal.
covariaciéon Calculo maximo alcanzado
1 JJR: 11;00 6 dabe (control con alternancia, no g (creciente) R1: cdlculos aditivos sin relacién entre Vy T y sin
(Ge 5) control, control simple de dos inten- referir efectos sobre D.
tos, cambio controlado)
2 AR: 11;00 8 ac (no control, control simple de ig (mixto, creciente) R2: cdlculos aditivos sin relacién entre Vy T con
(Ge 5) mi4s de dos intentos) referencia a efectos especificos de desplazamiento

3 VH:11;00 4
(Ge5)

ab (no control, control simple de
dos intentos)

4 DG: 12;00 4
(Ge7)

dd (dos controles con alternancia)

5 ES: 15; 00 4
(G° 10)

ab (no control, control simple de
dos intentos)

6 NV: 15;00 7

aba (no control, control simple de

(Ge 8) dos intentos, no control)

7 JR: 16;00 4 cb (no control, control simple de
(Ge 11) dos intentos)

8 NE: 18;00 3 d (control con alternancia)
(Ge 11)

9 MA: 12,00 3 ¢ (control simple de mds de dos
(Ge7) intentos)

10  CM: 22;00 3 ab (no control, control simple de

(Pregrado) dos intentos)

11 1C: 22;00 5 ac (no control, control simple de
(Pregrado) dos intentos)

12 CH: 22;00 5 ab (no control, control simple de
(Maestria) dos intentos

h (decreciente)

i (mixta)

g (creciente)

g (creciente)

i (mixta)

g (creciente)

i (mixta)

g (creciente)

en D.

R 3 cédlculos aditivos con relacién entre Vy T
que produce efectos de desplazamiento en D.

R 3 cdlculos aditivos con relacién entre Vy T que
produce efectos de desplazamiento en D.

R 3 célculos aditivos con relacién entre V'y T que
produce efectos de desplazamiento en D.

i (mixta) R 3 célculos aditivos con relacién entre V'y T que
produce efectos de desplazamiento en D.
i (mixta) R 3 célculos aditivos con relacién entre Vy T que

produce efectos de desplazamiento en D.

R 3 célculos aditivos con relacién entre Vy T que
produce efectos de desplazamiento en D.

R 3 célculos aditivos con relacién entre Vy T que
produce efectos de desplazamiento en D.

R4: cdlculos aditivos y multiplicativos y relaciéon
diferenciada entre V y T que produce efectos de
desplazamiento en D.
Ré4: cdlculos aditivos y multiplicativos y relaciéon
diferenciada entre V y T que produce efectos de
desplazamiento en D.

R5: céleulos aditivos, multiplicativos y de propor-
cién directa o inversa y relacién diferenciada entre
Vy T que produce efectos de desplazamiento en
D.

LaTabla 15 revela la distribucién de los sujetos respecto
de la clase de representaciones utilizadas, en la que se des-
taca que el mayor niimero de participantes refiere las de
tipo R3, correspondiente a significado representacional de
célculos aditivos con relacién entre variables que produce
efectos especificos.

Discusion

El trabajo implicé un andlisis microgenético de los
procedimientos seguidos por los resolutores, con base
en los criterios descritos para el control de variables y la

covariacion, respectivamente. Con el fin de establecer los
tipos de significaciones representacionales, se analizaron

los contenidos del material verbal de los sujetos a fin de
inferir los operadores matemdticos empleados y las rela-
ciones establecidas por los resolutores entre las variables

del problema.

Las representaciones R1 y R2, manifestadas por cuatro
participantes considerados aqui como novatos, evidencian
la utilizacién de cdlculos que si bien son elementales,
conllevan buenas soluciones, pero que en todos los casos
corresponden a coordinaciones cualitativas (Piaget & In-
helder (1972), en ausencia de pensamiento proporcional y
seguramente en la no utilizacién de comparaciones multi-
plicativas mucho mas efectivas, que se evidencia solamente
en el caso del experto analizado (Touniare & Pulos, 1995).
Aunque en esta investigacién no se evalud la posesion de
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Tabla

15

Sujetos participantes y Clasificacion de significado representacional inferido

Significado Universo verbal para relaciones Tipo de Relacién , .
Clase . v , ) Efecto especifico Sujetos
representacional y finalidad célculo variables

R1 Significado represen- poco; poquito; mucho; mds; menos;  Aditivo Sin relacién Sin referir efectos ~ AR(5°); JJR (5°)
tacional de célculos subir; bajar; quitar; agregar; poner;
aditivos sin relacién entre adicionar; restar. Sin relacién bajo la
variables y sin referir preposicién (“a”) ni conjuncién “y”,
efectos especificos. “poco a.. y mucho a..”. Sin locucién

conjuntiva de finalidad “para que..”

R2  Significado represen- poco; poquito; mucho; méds; menos;  Aditivo Sin relacién ~ Con referenciaa ~ VH (5°); DG
tacional de cdlculos subir; bajar; quitar; agregar; poner; efectos (7°);
aditivos sin relacién entre adicionar; restar; mayor; menor. Sin
variables con referenciaa  relacién bajo la preposicién (“a”) ni
efectos especificos. conjuncién “y”, “poco a.. y mucho

a..”. Con locucién conjuntiva de
finalidad: “para que llegue/corra/
camine/desplace

R3 Significado representa- Todas las anteriores aditivas, Aditivo Con relacién  Con referencia a ES (100); CM
cional de cdlculos adi- mediadas por una relacién bajo efectos (UNV); MA
tivos con relacién entre  la preposicién a seguida de la (7°); NV ( 8°);
variables que produce conjuncion y, “poco a.. y mucho a..”. NE (11°)
efectos especificos. Utilizacién de la locucién conjuntiva

de finalidad: “para que llegue/corra/
camine/desplace/

R4 Significado represen- todas las anteriores aditivas; duplicar; Aditivoy ~ Con relacién ~ Con referenciaa ~ JR (110); IC
tacional de cilculos triplicar; cuadruplicar. Relacién multiplica-  diferenciada  efectos (UNV );
aditivos y multiplicativos  bajo la preposicion  seguida de la tivo
y relacién diferenciada conjuncién y, “poco a.. y mucho a..”.
entre variables que pro-  Utilizacién de la locucién conjuntiva
duce efectos especificos.  de finalidad: “para que llegue/corra/

camine/desplace

R5  Significado represen- todas las anteriores aditivas; tercera  Aditivo, Con relacién ~ Con referenciaa ~ CH (UNV)
tacional de cdlculos parte; cuarta parte; quinta parte; multipli- diferenciada  efectos
aditivos, multiplicativos  entre la mitad de. Relacién bajo cativo y
y de proporcién directa  la preposicién a seguida de la proporcio-
ylo inversa y relacién conjuncién y, “poco a.. y mucho a..”. nal

diferenciada entre varia-
bles que produce efectos
especificos.

Utilizacién de la locucién conjuntiva
de finalidad: “para que llegue/corra/
camine/desplace/

operaciones formales por parte de los participantes, por
la edad y el nivel académico, los resultados parecen ir en
la perspectiva que plantean Lépez y Alcalde (2002), la
cual se traduce en que solo pocos estudiantes poseedores
de tal competencia hacen cdlculos de proporcionalidad.

Si uno solo de los casos estudiados de forma evidente
demuestra en la solucién del problema un cilculo de
proporcionalidad, probablemente los demds tuvieron
dificultades para resolver el problema por esta via uti-
lizando formas mds econdmicas y fdciles (Gagatsis &
Spanoudis, 2008). Es probable que los sujetos estudiados
hayan cometido errores o que pudiendo utilizar cilculos
mds complejos hubiesen preferido vias mds econémicas,
lo que estd en la perspectiva de Touniare y Pulos (1995),
quienes afirman que la causa de ello radica en la ignorancia
de los datos fundamentales o en el uso de estrategias de
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adici6n, en las que la composicién multiplicativa hubiese
podido ser més efectiva.

Futuras investigaciones con interfaces conectadas con
contextos cotidianos (Hart, 1985) y menos abstractos
favorecerd tanto la evaluacién como el aprendizaje de
esta forma de competencia matemdtica (Randall 2005).

Desde el punto de vista representacional bajo la
perspectiva tedrica de Duval (2004), todos los sujetos se
enfrentaron a marcas tales como los relojes del problema,
magnitudes numéricas, la barra de progreso y a su vez
debieron trasladar dichas marcas a representaciones mds
complejas, lo que implicé una ampliacién del significado
inicial hasta llegar a un cdlculo y una respuesta especifica.

En la investigacién se hicieron evaluaciones intensivas
(resolucién de la tarea problema y las tareas de control)
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y al analizar los casos desde una perspectiva de corte
transversal, se puede inferir que entre los novatos (cuatro
casos y representaciones R1 y R2), los intermedios (cinco
casos y representaciones R3) y los expertos (un caso y
representacién R5) hay diferencias representacionales.
Desde esta perspectiva, como se planted en el referente
de fundamentacién conceptual, los significados repre-
sentacionales emergen como interrelaciones entre signos
(marcas numéricas) el referente (problema por resolver)
y los significados (operaciones de cdlculo y relacién entre
variables).

Los casos analizados evidencian que el experto exhibe
todas o la mayor parte de los significados representacio-
nales. Es decir, que al utilizar un procedimiento simple la
representacion es aditiva y si la solucién es proporcional, la
representacién corresponde a esa tipologia, lo que devela
que el desarrollo local, es decir, el pequeno trayecto micro,
se caracteriza por fases de estabilidad e inestabilidad, de
cambio continuo y discontinuo (Lewis, 2005). Un sujeto
experto no necesariamente mantiene una conducta pro-
cedimental compleja y unas representaciones del mismo
calibre, como es el caso CH, clasificado como experto.

Se puede afirmar en consecuencia que los procedi-
mientos de los resolutores analizados bajo los criterios de
control de variables y covariacion reflejan variabilidad que
marcan trayectorias diversas en los procedimientos de los
resolutores. Este hallazgo confirma la variabilidad de tra-
yectos y trayectorias encontrados en anterior investigacién
(autor 1 ez al, 2016). Los significados representacionales,
también variables intra e intersujetos, inferidos a partir
de los universos verbales en lo relativo al tipo de calculo,
la relacién entre variables y los efectos especificos de las
variables independientes de velocidad y tiempo sobre la
distancia como variable dependiente, se caracterizaron por
hacer referencia a diversos cilculos tales como la adicién,
multiplicacién o proporcionalidad y a la variabilidad en
lo relativo a las relaciones que se establecen entre las tres
variables que van desde la ausencia explicita de nexos
entre éstas hasta concebirlas como un sistema donde las
variables se interrelacionan para producir efectos en la
distancia. Parece existir una relacion entre el sujeto bien
sea novato, intermedio o experto, sus formas de actua-
cién procedimentales usadas para resolver el problema
y los significados representacionales que emergen al ser
sometido a entrevista verbal. Se observa (Tabla 15) que de
los doce casos, cinco de ellos, la mayoria relativa, refieren
la utilizacién de la representacién tipo R3, que implica
cédlculos aditivos con relacion entre variables que produce
efectos especificos.

Dicha variabilidad pareciera que obedece precisamente
a la multicausalidad inherente de todo proceso de desa-
rrollo cognitivo. Son mltiples las variables que intervie-
nen a la hora de resolver un problema. Si bien el énfasis
investigativo estd en el desarrollo cognitivo, no se puede
desconocer que tanto condiciones del sujeto (motivacio-
nales, personales y socioafectivas), de la tarea (formatos),
de conocimientos de dominio (fisico matemdtico), y de
contexto tanto interacciones educativas y socioculturales,
tienen un peso relativo importante a la hora de resolver
un problema.

Pensar la unidad de andlisis resolutor-tarea-contexto,
en toda su complejidad es un reto para futuras investiga-
ciones puesto que la unidad de andlisis estudiada desde el
resolutor, las significaciones representacionales y la tarea
(problema de proporcionalidad simple), constituye una
apuesta reductora de la complejidad mencionada lo que
determina una limitacién en este estudio.

El desarrollo local relacional y no lineal, observado
desde un corte transversal, en los sujetos participantes del
estudio de diferentes edades y experticias, revelan que la
expresion de lo nuevo como cambio cognitivo emergente
es variable (Montes et al., 2015). Desde la perspectiva de
Pozo (2009), vistos todos los casos analizados en conjunto,
se pueden inferir transformaciones plausibles de cambio
estructural entre el novato, el intermedio y el experto. Pero
a nivel de cada sujeto en particular es menester plantear
que los cambios son de ajuste, sin evidencia de un refor-
mateo de sus estructuras.

En el marco del cambio cognitivo como se afirmé, las
transformaciones se dan en el paso de piezas relativamente
independientes a sistemas mds amplios y complejos de
conocimiento organizado (Vosniadou, 2013; di Sessa,
2014). La evidencia encontrada en la exploracién inves-
tigativa permite afirmar que la emergencia de lo nuevo se
ancla en las concepciones previas que tienen los resolutores
sobre las relaciones entre las tres variables implicadas en
el problema de proporcionalidad simple de movimiento
rectilineo. Los participantes considerados novatos efecti-
vamente fragmentan el sistema de relaciones implicadas
y consideran por separado el tiempo o la velocidad sin
referir efectos sobre la distancia con preferencia de solu-
ciones aditivas, lo que comparte en buena parte los sujetos
intermedios en mayor nimero. A diferencia (en este caso
un experto) contempla los nexos entre las tres variables
como un sistema complejo y dindmico en el que la variable
dependiente (distancia) es producto de las operaciones
interrelacionadas de las dos variables independientes
(tiempo y velocidad) y manejan con versatilidad el amplio
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espectro de las operaciones de célculo utilizadas: aditivas,
multiplicativas y proporcionales.

Lo anterior es coherente con los planteamientos de
Vosniadou (2007; 2014), sobre las diferencias entre no-
vatos y expertos en cuanto a mecanismos del cambio. Los
novatos utilizan mecanismos de abajo a arriba, operaciones
aditivas, mientras que los expertos emplean mecanismos
de procesamiento arriba abajo (conocimiento de dominio)
que orientan deliberadamente la puesta a prueba de hipé-
tesis y la experimentacién reflexiva que hacen plausibles
explicitaciones cada vez mds objetivantes del problema.

La distancia entre la competencia y la actuacién estd
por poblarse de mayor evidencia sobre todo instalando
el sentido de los problemas en contextos socioculturales.
Todos los nifios entrevistados dirimfan muy bien qué
ocurria para llegar a tiempo a la escuela, si se iba tarde
se debia aumentar la velocidad o lo contrario. Puede ser
que la actuacion emerja ficilmente en los problemas de la
cotidianeidad y que el cédigo cientifico que exige el pro-
blema sea un obstdculo epistémico para su competencia
en desarrollo. Pero el experto no es el inflexible cientifico
calculador de rigida conducta, constituye simplemente
el sujeto que recurre a conquistas transitadas y caminos
repetidos que fueron en su momento y a su modo, solu-
ciones emergentes de invaluable efectividad e inteligencia,
irreductibles a escalas, valores y estadios, bien sea crecientes
decrecientes, como también a edades bioldgicas que la
cultura tantas veces ha disuelto y puesto en entredicho.

Considerando posibles implicaciones educativas de
esta exploracién investigativa en primer lugar, es posible
plantear que la evidencia lograda sobre la multiplicidad
de procedimientos y diversidad de significados repre-
sentacionales, seguidos por los resolutores al enfrentarse
el problema que, coherente con perspectiva compleja
y relacional del desarrollo, exige ampliar el espectro de
valoracién evaluativa de posibles rutas de los estudiantes
al enfrentar problemas de proporcionalidad. Asimismo,
ello exige reconocerlas para potenciar, desde la perspectiva
de los estudiantes, sus posibilidades de afrontar a través
de la argumentacion y contraargumentacion las represen-
taciones de los cdlculos y potenciarlas hacia operaciones
cada vez mds complejas. También implica reconocer la
dimensién constructiva del error. Un andlisis paso a paso
de los procedimientos seguidos por los resolutores y de-
velando las conjeturas sobre los calculos que los soportan,
permite valorar el error y potenciar el cambio cognitivo.

Los autores del presente trabajo se adhieren a la idea
de que frente a este tipo de problemas se requiere mayor
investigacion (Obando, ez al. 2014) para comprender con
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profundidad las filiaciones, rupturas, continuidades o los
saltos cualitativos entre lo aditivo, lo multiplicativo y el
uso de célculos de proporcionalidad.

Al retomar la pregunta de investigacién acerca de qué
tipos de representaciones verbales de operadores matema-
ticos involucrados en la solucién del problema se pueden
inferir, se consolida por la evidencia la existencia de cinco
tipos de representaciones verbales, que se distribuyen entre
los doce casos estudiados, entre los cuales la representacién
R3 es la mds comin, ligada a los sujetos denominados
intermedios y la representacién tipo R5 propia de un
sujeto experto en la que es explicita la utilizacién de cdl-
culos multiplicativos y proporcionales. La explicacién de
los procedimientos desde las representaciones dista de ser
una conquista y continua como un verdadero proceso de
cambio, ya que habria que estudiar la variabilidad en el
desarrollo de cada representacion y en cada caso, lo que
exige metodolégicamente medidas repetidas a lo largo de
un tiempo prudencial y la utilizacién de tareas de soffware
isomorfas en su estructura pero diferentes en su conteni-
do. Hasta el momento se evidencian asociaciones entre
tipos de procedimientos y tipos de representaciones (ver
Tabla 14), lo que sin duda invita a continuar el trabajo
en préximos proyectos de investigacion.

En lo relativo a prospectivas de investigacion, los au-
tores plantean que es pertinente proponer nuevas inves-
tigaciones en las que los problemas involucren el mismo
contenido de proporcionalidad, pero en diferentes tareas
equivalentes, que permitan explorar, en el marco complejo
de interacciones resolutor-tarea-contexto socioeducativo,
el cambio cognitivo.

Es demandante pensar que la expresién cognitiva en
un determinado momento remite a una conceptcién
del desarrollo psicoldgico en general, considerado como
dindmico, sometido a mdltiples causas, con varias dimen-
siones, singular para los sujetos que viven en contextos
histérico-culturales e integrales, y que todo lo anterior
conduce sin pausa a la variabilidad intra e intersujeto, que
revela maltiples rutas de trayectos y trayectorias, lo que
obliga distanciarse criticamente de las edades bioldgicas, la
linealidad y los estadios entre la no competencia y el éxito
en el test, hoy percibido mas como una forma ideoldgica
que criticamente académica (Lerner, 2000).
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