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RESUMEN

En éste articulo se aborda el concepto de infinito en su forma general y se hace un andlisis del infinito actual y del infinito
potencial. Se realizan algunas demostraciones, con el objetivo de enfatizar en la trascendencia que dejo la idea del infinito desde
los griegos hasta nuestros dias y lo alejado que estéa el concepto del sentido comun. Se trabaja la idea del infinito actual, desde la
teoria de conjuntos, tratada por los gran Bernhard Bolzano y Georg Cantor.
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SOME MATHEMATICAL CONCEPTS RELATED TO INFINITY

ABSTRACT

This article deals with the concept of infinity in its general form and an analysis about actual infinity and potential infinity is
performed. Two demonstrations are performed, the Archimedean property and an inequality by means of mathematical induction.
The aim of these two demonstrations is to emphasize on the significance that Greeks’ idea of infinity have until nowadays and how
far is this concept from common sense. The idea of actual infinity is examined based on set theory.
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Quelques concepts mathéematiques liés a l'infini

Résumé

Cet article aborde le concept d’infini dans son forme général et réalise une analyse de I'infini actuel et I'infini potentiel. On présente
quelques démonstrations, avec l'objectif de mettre I'accent sur I'importance de l'idée de l'infini depuis les grecs jusqu'a nous jours
et son éloignement du sans commun. On travaille I'idée de l'infini actuel, d’apres la théorie des ensembles, abordée par Bernhard
Bolzano et Georg Cantor.
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1. INTRODUCCION

El infinito es uno de los conceptos mas importantes en
las matematica el infinito es la matematica misma. Un
concepto que atraviesa el célculo diferencial, el analisis
matematico, la teoria de conjuntos. Fue abordado por
los pensadores mas grandes que ha dado la
humanidad, Aristételes, Galileo, Newton, Leibniz,
Cauchy, Giordano Bruno, Bolzano, George Cantor,
Hilbert, y Borges, por nombrar sélo algunos.

2.EL INFINITO

El infinito, un concepto que no fue aceptado por
Aristoteles, que llevo a la locura a Cantor, que empujé
a la hoguera a Giordano Bruno, que enredd los
pensamientos de Galileo, que generd protestas en
Gauss, que rechazé Cauchy, que inspir6 a Newton,
que sobresaltdé a Leibniz, que genero las paradojas de
Bolzano, que engrandecidé el espiritu Hilbert y que
inspird un cuento en Borges.

Las ideas brillantes normalmente van en contravia del
sentido comun, es tal vez por éste motivo que son
dificiles de entender, y por qué no decirlo, algunas
veces parecen imposibles de ser asimiladas por la
razén. Este es el motivo por el cual deben existir seres
que razonan con una légica diferente, con una lucidez
capaz de asombrar al mas distraido de los seres
humanos. Pensadores diferentes, capaces de perder la
razén por una idea, el infinito.

¢Qué es la matematica sin el infinito? Nada. La
matematica es entonces, definiciones, axiomas,
teoremas, simbolos, pero la esencia misma de la
matematica, el corazén, es la comprensién de algo
que parece incomprensible, el infinito. Este concepto
ha sido la piedra angular de conceptos claves como
limite, derivada, sucesiones y series. José Ramoén
Ortiz, en su articulo “El concepto de infinito” asegura
que:

“uno de los logros mas grandes de la matematica como
lenguaje ha sido su propio coraje imaginativo para enfrentar
el concepto mas inaccesible que haya podido pretender la
fragilidad temporal del intelecto humano: el concepto de
infinito. Casi podriamos decir que la mateméatica es el
lenguaje que pretende medir el infinito” [1].

Por su parte Fernando Bombal en su articulo, un paseo por
el infinito, refiriéndose a la percepcion que tenia Aristételes
sobre el infinito, dice:

“...cualquier intervalo, espacial o temporal, parece poder
dividirse indefinidamente...

Aristételes se percaté de éstos hechos y, como es imposible
negar la existencia de procesos que parecen no tener fin,
utilizé su sempiterno sentido comin para separar el concepto
de infinito en dos: y asi introdujo la nocién de infinito
potencial, para designar magnitudes o procesos que se
pueden prolongar tanto como se desee, en oposicion al
infinito actual o real” [2].

En el mismo texto, lineas mas adelante dice el autor
gue Aristételes acepta que existen magnitudes que
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pueden dividirse de forma indefinida, el espacio y el
tiempo por ejemplo, o0 pueden aumentar
indefinidamente como es el caso de los numeros
naturales, pero rechaza la existencia de conjuntos
infinitos como un todo.

3. EL INFINITO POTENCIAL

Es Aristételes quien a pesar de su negativa con la
idea del infinito, lo caracteriza en dos clases, el infinito
potencial y el infinito actual. El infinito potencial se
refiere al contar, al uno mas, al siguiente de. El
método de induccion matematica es una forma del
infinito potencial. Se prueba para un elemento del
conjunto (proceso de verificacion), se supone
verdadero para un elemento k del conjunto y finalmente
se prueba para el siguiente elemento, es decir, para
k + 1, pero k puede ser un elemento tan grande como
pueda caber en la imaginacién del lector, entonces
k+1 irda un paso mas alla a lo que pueda imaginar
cualquier lector. Analicemos un ejemplo del infinito
potencial aplicado a la induccion matemaética:

Ejemplo: demostremos que n!z=mn?
vnel. n=4

para

Primero: Se prueba para algin elemento del conjunto
(verificacién), para éste caso tomaremos n =3, con lo
que se tiene que 5! = 3%, es decir, 120 = 25, lo que
verifica la propiedad.

Segundo: Suponemos un elemento k (hipotesis
inductiva), lo que nos queda k! = k*, se supone que es
verdadera la hip6tesis inductiva.

Tercero: Finalmente debemos verificar que se cumple
para un elemento cualquiera del conjunto
(k+ 1) =(k+1)*, esta Ultima expresion es la tesis,
que tiene un significado particular si se mira con
detenimiento. k , es un elemento cualquiera de un
conjunto que es infinito, pero & no es el Gltimo
elemento del conjunto, porque de ser asi, el conjunto
seria finito, pero se demuestra parak + 1, es decir,
para un elemento que estd después de cualquier
elemento del conjunto, en otras palabras, se demuestra
para cualquier elemento que se tome de coleccién
infinita, en éste caso infinitamente grande. Ahora bien,
partiendo de la hipétesis inductiva, se tiene que:

k!'= k* si multipicamos en ambos lados de la
desigualdad por &k + 1 , que es un ndmero positivo,
pues k es un ndamero natural, se obtiene que
k! (k+1) = (k +1)k° luego (k + 1) =k* + &%,
cuidado que viene el artificio, es necesario sumar y
restar una cantidad, de tal manera que nos podamos
apoyar en la hipétesis inductiva, entonces

(k+1)! =k*+Kk*+2k—2k+1-1, lo que se hizo
fue sumar y restar 2k +1, es decir, un ndmero
infinitamente grande, o en otras palabras, un nimero
tan grande como se quiera. Finalmente se obtiene:

k+1) =k + 2k + 1) +(KF -2k - 1)
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(k+1) =2(k+1) 7+ (kP =2k-1)Y

{(k +1) = (k+ 1), con lo que queda probada la
Proposicion. Es importante notar que
(k*=2k—-1)=0,parak= 4.

Lo que se acaba de probar es que el factorial de
cualquier nimero natural mayor que 4 es mayor que el
namero elevado al cuadrado. Podemos tomar un
namero natural muy alejado del cero y la proposicion
anterior se cumple, ¢qué tan alejado? Tanto como se
quiera.

Otra forma del infinito potencial se evidencia en el
analisis matematico, con la propiedad arquimediana. El
infinito potencial es un contar que se regula bajo un
principio aquimediano [3] y dicho de esta manera
parece un asunto que en nada atenta contra el sentido
comun, pero observando el teorema y su demostracion
puede ser que se cambie de opinion.

Teorema (propiedad arquimediana): para todo par de
elementos x,y € B, con x = 0, existe un nimero n € ¥
tal que nx = y.

Lo que dice intuitivamente el teorema, es que dado un
namero real cualquiera, existe un nimero natural que
lo supera, es decir, si el lector se imagina un niamero
real inmensamente grande siempre habrd un nimero
natural que serd mucho méas grande que el nimero
que cupo en la mente del lector. Ahora bien, la prueba
del enunciado anterior no es tan intuitiva, hay que
recurrir al razonamiento por el absurdo.

Prueba (razonando por el absurdo)

Sean x.y €K, y x=0. Supongamos que wn e H.
nx <y . Es necesario analizar dos casos. El primer
caso se da siy = 0 entonces x = 0 lo que contradice la
hipétesis, pues x = 0. El segundo caso que se analiza
es y = 0, tomamos el conjunto 4 = {nx: n € W}, donde
AC K, esclaroque A% @, pues x e 4. Ademas A

esta acotado superiormente por v, es decir, en virtud
del axioma del supremo o = supA, como x =10
entonces —x = 0 y @ — x = « lo que muestra que & — x
no es una cota superior de A, como consecuencia de

lo anterior debe existir a; £ A tal que & — x < a,, esto
es,

In, e ¥, entonces o —x < xny, —a, Ya < x(n+1),
pero (n, + 1} € A, lo que contradice la definicion del
supremo. [4].

Esta es una demostracion clasica de la propiedad
arquimediana que llevada atada a sus entrafias lo mas
oscuro y pequefio del infinito potencial. Entonces
podria el lector preguntarse, ¢por qué es necesario
construir una demostracion tan elaborada para probar
algo que parece tan obvio? Y la respuesta es clara,
estamos hablando del infinito potencial, del infinito de
las cantidades infinitamente pequefias, o infinitamente
grandes ¢qué tan pequefias? Tanto como su
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imaginario se lo permita. En otras palabras, podriamos
afirmar que el infinito potencial es la esencia del
andlisis matematico. O tal vez, tomando prestadas las
palabras de David Berlinski, en su texto ascenso
infinito, seria mas acertado afirmar que hay un lugar
en las matematicas en el que se agrupan las ideas
dudosas y desviadas. Estan los infinitesimales por
ejemplo. Son nUimeros menores que cualquier otro
namero pero sin llegar a cero [5].

4. EL INFINITO ACTUAL

Fue el infinito actual, el culpable de la negativa de Gauss,
“protesto contra el uso del infinito como una entidad actual;
ésta nunca se puede permitir en matematicas. El infinito es
s6lo una forma de hablar cuando en realidad deberiamos
hablar de limites a los cuales ciertas razones pueden
aproximarse tanto como se desee, mientras otras son
permitidas crecer limitadamente” [£].

El infinito actual originado en un contexto geométrico,
es un infinito ilimitado, métrico, que permite la
cuantificacion y la resolucién de problemas del mundo
real [7]. Dice J. de Lorenzo, en el articulo, El infinito
matematico.

Es el infinito actual, el que deja sin sustento el axioma
euclidiano que afirma que el todo es mayor que las
partes. Pues a partir de una bhiyeccibn o una
correspondencia uno a uno se puede demostrar que la
cardinalidad de un conjunto es igual a la de un
subconjunto propio, jel todo no siempre es mayor que
las partes! Pero ¢qué significa semejante afirmacién?
Simplemente que cuando se hace referencia a los
infinitos éstos parecen tener vida propia y comportarse
a su antojo y lo que parece natural e intuitivo tiene
formas mas profundas. Es importante resaltar que el
principal obstaculo del infinito actual eran las paradojas
gue generaba. Aunque para algunos matematicos,
como Bernahrd Bolzano, esto no era ningdn problema
él lo acepto con mucha naturalidad, hizo una venia y
continué su camino en las matematicas. Escribié un
libro que titulé las paradojas del infinito y enfatizé en la
importancia de tratar el concepto del infinito con més
precisién, porque segun el gran matematico, esto era lo
gue generaba las contradicciones. Fue la naturalidad
frente al concepto, la precision con la que definié la
idea de infinito lo que le dio paso a la teoria actual de
conjuntos. En la actualidad, agradeciendo a Bolzano,
por supuesto, se diria que un conjunto X tiene
cardialidad =, con = natural, si es posible establecer
una biyeccion del conjunto ¥ con el conjunto
{1.2.3,..n}, yen cuanto a los conjuntos finitos decimos
gue un conjunto X es finito si tiene cardinal n y un
conjunto es infinito si no existe una correspondencia
biunivoca con ningin conjunto {1, 2, 3, ..., n} para
ningun natural n. Tal vez algunos lectores se estén
preguntando por el conjunto vacio, ¢es finito o infinito?
La respuesta parece ser obvia, es finito, ¢y la razon?
Esta no es tan obvia, es la salida de algunos
matematicos a infinidad de preguntas incomodas, jpor
definicion!
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Uno de los legados del infinito actual es el trabajo que
realiza Cantor en la teoria de conjuntos, donde es
posible hacer afirmaciones poco creibles pero
demostrables, sélo por citar algunas:

Primero: El conjunto de los nimeros naturales es un
subconjunto propio de los racionales positivos, es decir,
todo elemento que esta en M también esta en , pero
el nimero de elementos de B es el mismo de T. Un
conjunto es subconjunto de otro, pero el nUmero de
elementos es el mismo. Esto se puede mostrar
construyendo una tabla para establecer una biyeccion
entre los naturales y los racionales positivos. Cualquier
namero racional positivo puede escribirse de la forma E

siendo a y b numeros naturales.

“pl1 2 3 4 5 |6

1 1.-"1 (1} 1.-"I2 £2) 1;"I3 (&) .-"I;; £7) .-"I5 .-"IE,
2 =1 (37 2,-"2 (5} 2,-"3 (27 2,."'4 —-,-"5 “/6
3 |3 G |3hev % [Pl |3 %
A 1Y an %, | % s s | Vs
: i) :

En la tabla anterior se puede observar que todos los
nameros racionales se pueden inscribir en la tabla y
siempre podran “emparejarse” con un numero natural,
luego la cardinalidad de los ndmeros naturales y los
nameros racionales positivos es la misma. Si
continuamos razonando de la misma manera, entonces
podriamos preguntarnos si existen conjuntos infinitos
mayores que otros, y de ser asi, ¢cOmo es posible
demostrar que algo que es infinito es mayor que otra
cantidad infinita? De nuevo hay que recurrir al discurso
inventado por los griegos, la reduccién al absurdo.

Segundo el conjunto de nimeros reales es mayor que
el conjunto de numeros racionales. En términos de
cardinalidad.

Tomemos el intervalo (0.1} que es un subconjunto de
R, es claro que cualquier nUmero en éste intervalo
puede escribirse de la forma.

0=0a0,88,_ =1l conl =g, =9 con nehl.

Supongamos que E tiene la misma cardinalidad que
los racionales, esto quiere decir que los reales se
pueden poner en biyeccion con los naturales y
utilizando el método de la diagonal se pueden
representar los reales entre 0 y 1, de la siguiente
forma:

1= 0.8y;815a530,
2= 0.8yy01581304,
3= 0.ay;815a530,
4= 0.8y;012a53044,

a;; 1 j — ésimo digito del { — ésimo nimero, lo que
quiere decir que cualquier nimero entre [0,1] ésta en la
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lista anterior. Ahora construyamos un nmero particular
formado por las diagonales, este niUmero es:

D=0d,d.d;..
dy =ayy +1
dy =@, +1
dy =gy +1

Con la salvedad de que si algin d; = 9+ 1 entonces
d; =10, luego es necesario decir que a; <=9 'y
ademés D =0.d,d,d;.. 0=D =1, luego el nimero
esté en la lista, o deberia estarlo, pero

dy =@y +1F ay,
=ay; +1Fag
B33 +1 F a8y,

LEN -~ T -
[t I ]
Il

Luego, I no puede estar en la lista, lo que es un
absurdo porque en la lista estaban todos los niumeros
reales entre cero y uno. En conclusion la cardinalidad
de los reales es mayor que la cardinalidad de los
nameros naturales pues anteriormente se habia
probado que los naturales y los racionales tenian la
misma cardinalidad [8].

5. CONCLUSIONES

El infinito es un concepto que debe tratarse de una
perspectiva racional, abandonando el sentido comun.

Es importante diferenciar el infinito potencial del infinito
actual, desde la perspectiva histérica y moderna.

El infinito potencial deja como legado el analisis
matematico, el calculo diferencial, las series...

El infinito actual deja como legado la teoria de conjunto
bien estructurada y los transfinitos de Cantor
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