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Resumen

En este articulo se explica el problema de la
tomografia local y por qué es posible reconstruir
imagenes localizadas, implementando algoritmos
con bases wavelets. La solucién de este problema
reduce en la tomografia por transmisién la canti-
dad de exposicion a los rayos-X, evitando en los
pacientes danos colaterales en érganos como los
pulmones, el corazén y lesiones de la médula.
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Abstract

This article explains the local tomography pro-
blem and it is possible to reconstruct images with
bases located algorithms implementing wavelets.
The solution of this problem reduces transmission
tomography the amount of exposure to X-rays,
patients avoiding collateral damage to organs such
as lungs, heart and spinal injuries.

Keywords

Local tomography, local data, filtered backpro-
jection, wavelets, compact support, vanishing
moments, Hilbert transform.

Amed Alfonso C.*; Lucio Rojas C.**; Ricardo de Armas C.***

. Introduccion

Muchos han sido los esfuerzos para solucionar
el problema de la tomografia local y poder recons-
truir imagenes localizadas. El resultado son los en-
foques propuestos para este fin como por ejemplo:
la tomografia lambda, la tomografia pseudolocal y
el enfoque basado en bases wavelets, entre otros
[1], [2], [3]. Todos ellos tratan de responder la
pregunta es posible reconstruir una imagen
tomografica usando unicamente las integrales
de linea que pasan por la region de interés?
Un método muy implementado para reconstruir
imagenes tomogréficas es el algoritmo de la re-
troproyeccion filtrada (filtered backprojection).
Al procesar los datos (proyecciones) el algoritmo
requiere de todas las integrales de linea de la
funcién del objeto [4], [5]. Las bases wavelets por
sus caracteristicas logran neutralizar los efectos
del algoritmo de la retroproyeccion filtrada; dado
que los momentos de desvanecimientos y el
soporte compacto de las wavelets se preservan
bajo la transformada de Hilbert [6]. La solucién
en dos dimensiones del problema de tomografia
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local ha permitido avances en disciplinas como
la medicina, en donde en ciertas situaciones el
estudio se realiza sobre una region de interés por
lo que no hay necesidad de exponer al paciente
con grandes cantidades de radiaciones evitando
danos colaterales en érganos atravesados por los
rayos-X como el corazén, los pulmones y también
en lesiones de la médula. También es posible re-
construirimégenes con pocas muestras obtenidas
de ensayos no destructivos del objeto como es
el caso con los estudios antropoldgicos, en las
investigaciones de las ciencias forenses, en la
arqueologia y en la paleontologia.

Este articulo se estructura de la siguiente ma-
nera: en la seccidon 2, se ubica a la tomografia
dentro de la familia de los problemas inversos; en
la seccién 3, se revisa la reconstruccion de una
imagen tomografica recordando los conceptos de
proyecciones, transformada de Radon, sinograma,
y el algoritmo de la retroproyeccién filtrada; en la
seccion 4, se analiza el problema interior o regiéon e
interés enfatizando en los beneficios de la solucién;
en la seccion 5, se explica lo que le sucede a las
bases locales que no son wavelets después de la
operacion de filtrado. Por ultimo se presentan las
conclusiones.

Il. Problemas inversos

La historia de las matematicas contiene una
variedad de problemas inversos. A continuacién
se ilustran dos ejemplos.

¢ Cémo reconstruir una funcién tridimensional a
partir de sus integrales de area en dos dimen-
siones?

Una solucién a este problema fue encontrada por
el fisico holandés H. A. Lorentz. Las razones por las
cuales no publicé este resultado son desconocidas
hoy en dia. En 1906 H. Bockwinkel referencio la
solucién de Lorentz en su trabajo sobre la propa-
gacion de la luz en los cristales.

¢ Cémo reconstruir una funcion bidimensional a
partir de sus integrales de linea?
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La solucién a este problema fue encontrada por el
matematico austriaco Johann Radon. El 30 de abril
de 1917 Radon presento sus resultados en la reunion
anual de la Sociedad Real de Ciencias Fisicas y Mate-
maticas de Sajonia. Esta solucién contiene los funda-
mentos matematicos que permiten la reconstruccién
de las imagenes tomogréficas [71, [8], [9], [10].

lll. Reconstruccion de imagenes
tomograficas

La reconstruccion de imagenes tomogréficas
es un proceso que involucra los conceptos de:
proyecciones, transformada de Radon, sinograma
y algoritmos de inversion como el de la retropro-
yeccion filtrada.

3.1 Las proyecciones

Una proyeccion en un angulo dado se define
como un conjunto de integrales de linea en dicha
direccion. Se denota la proyeccién con Rq(s) en
donde q es el &ngulo que indica la direccion de las
integralesy s es la variable que indica la posicién
del detector para el conteo de fotones de los
rayos—X [11], [12], [13]. La figura 1 ilustra dos
proyecciones o como se les conoce también perfiles
de atenuacion Rq,(s) ¥ Ra,(s).

Figura 1. Proyecciones o perfiles de atenuacion Rq,(s) y Rq,(s). Corte de un
abdomen.

Con una coleccién de n proyecciones o perfiles
de atenuacion paralelos medidos {Rq,(s), Ra,(s),
Ra,(s), ..., Ra,(s)} serd reconstruida la imagen to-
mogréfica.
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3.2 Latransformada de radon

En dos dimensiones es una transformada que
mapea una funcién t: &* —= [& en el conjunto de
las proyecciones Pi(s3. Cuando se representa
una linea por xcaz& + vsent! = 5, donde & es
la minima distancia desde la recta al origeny
! es el angulo que forma el eje X con el vector
posicion del punto de la recta més cercano al
origen, entonces la transformada de Radon de-
notada por Rgfl 5}, puede escribirse en términos
de la distribucién-@& (distribucion delta Dirac)
[14], [15].

Rof(s) =pols)= [ | fixy)8(xcoss +

waenf — 2] dudy (1

La figura 2 ilustra la linea xcos8 + vsenfl = s
de proyeccioén a través del objeto. Se observan
dos sistemas de coordenadas: el sistema de co-
ordenadas de muestreo [, 5] del tomégrafo y el
sistema del paciente en reposo [X. ¥].

Figura 2.Linea ke aand + _!_;_-,-g"ﬂ' = y. Corte de un abdomen.

Para reconstruir la imagen f{x, ¥} a partir
de las proyecciones es necesario calcular la
transformada inversa de Radon. Existen diver-
sos algoritmos inversos de la transformada de
Radon que son computacionalmente eficientes
para el caso bidimensional. El problema es que
no es posible definir el conjunto completo de
las integrales. Muchos estudios demuestran
gue la imagen solo queda determinada por el
conjunto infinito de sus proyecciones, pero no
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por cualquier conjunto finito de proyecciones
[14], [15], [16].

3.3 El sinograma

Para poder tratar los datos tomograficos se
realiza una representacion ordenada de estos
con el fin de facilitar el posterior procesamiento.
Se obtiene entonces el sinograma que es la re-
presentacion gréafica de la matriz como se ilustra
en la figura 3. b). en donde las filas indican los
valores reales de las integrales y las columnas in-
dican los angulos de cada proyeccién. Los valores
discretos de las proyecciones Pois) representan
el espacio de Radon del objeto. Los datos son
adquiridos desde 0° hasta 180° Unicamente, dado
que, de acuerdo con la simetria fisica, las trayec-
torias de rayos—X por detras del paciente que es
examinado no proporcionan informacién diferente
a las trayectorias ya medidas. La figura 3 ilustra
el arreglo de los valores de las proyecciones en
el espacio de Radon.

Figura 3. a. Valores medidos de las proyecciones en el espacio del objeto [%, ¥}
b. Arreglo de los valores de las proyecciones en el espacio de Radon (8, =),

Corte de un abdomen.

3.4 Algoritmo de Ia retroproyeccion filtrada

Un algoritmo inverso de la transformada de
Radon computacionalmente eficiente para el caso
bidimensional es el de la retroproyeccion filtrada
(filtered backprojection). Este algoritmo aparece
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de manera natural cuando se cambian las coorde-
nadas. Para obtener la imagen f{x,v} desde las
proyecciones, se aplica la transformada inversa de
Fourier de F{u,%].

vy = [ | B vedria-se dudy  (2)

Se cambia a coordenadas polares

U= wrosh
(3)
Vv = wsend
tx vl = I._: j'ﬂ F{ wicosd, weend)
4)

E.Elli;':-iw-\.'-'.u':l+_l.'wﬁtnllll Lle.U.I{I.e

Utilizando las propiedades de simetria de la
transformada de Fourier se extienden los limites
de integracion

fixy) = [ | Flwcosd, wsend)

- (5)
pl it o+ sen) ||'_|_|||:|_L|.JIE|.B

El teorema de corte de Fourier permite el siguien-
te cambio
Flweosh, wsend) = Flw) 6)

donde P es la transformada de Fourier en
una dimensién de Pe(s).

feyh = [ [0 Feiuned &5 |w|dwdd  (7)
Por Ultimo se denota con
phisd = | Malued v g do

a las proyecciones filtradas. Se integra y la ima-
gen es reconstruida con el algoritmo de la retro-
proyeccién filtrada.

f{x, ¥} = [} phlsida (8)
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Este algoritmo es el mas implementado en la
actualidad tanto en los tomografos de primera
generacion como un hibrido en algunos de ultima
generacion [17], [18].

IV. Tomodgrafia local

En tomografia computarizada se pueden encon-
trar dos situaciones: cuando el muestreo produce
datos completos e incompletos.

4.1 Datos incompletos

Si una funcion f: [E* — [% con soporte compac-
to (esto es, existe ¢ == {} tal que fix, v) = (I para
|fi3, %) | = r) tiene su transformada de Radon
R:f{s) definida (posiblemente de manera discre-
tizada) sobre todo el espacio 5 [—1,1] decimos
que los datos son completos, de otra manera
decimos que los datos son incompletos [15]. 51
es el circulo unitario.

4.2 Laregion de interés

Un ejemplo de un problema de datos incom-
pletos es el problema interior llamado también
la Region de Interés ROI (Region of Interest).
El problema interior se puede enunciar de la
siguiente manera: ¢Cémo calcular los valores
de Flx, v para todo (x, ¥ que satisfacen
¥ +y=a* con0=a<=l, apartir del
conocimiento de las proyecciones de Flx, vy
sobre las lineas que pasan a través de la
bola de radio @ sobre el origen? [15]. Ahora
en vez de conocer la transformada de Radon
R.fl=) de f(x, v) para toda s en 5 x[—1,1], ni-
camente se conoce en la restriccion 51 x[—a, a].
En la préactica la regién de interés o localizada
no siempre esté en el centro del objeto; puede
estar en cualquier sitio del soporte del objeto.
Sin embargo, el anélisis matemético se realiza
por lo general asumiendo que la misma esta en
el centro del objeto [19], [20], [21]. La figura
4 ilustra los sinogramas de dos regiones locali-
zadas una en el origen del objeto y la otra por
fuera del origen.
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Figura 4. Sinogramas de las regiones de interés tomogréfica.
a. Regidn situada en el origen del objeto.
b. Regidn situada por fuera del origen del objeto.
Corte de un abdomen.

Contar con pocos datos es anélogo a no esca-
near el corte de manera completa. Esto puede ser
quizas porque probablemente no se estéa interesado
en todo el corte completo sino en una pequena
parte (la regién de interés) [15].

Beneficios

En medicina, en ciertas situaciones, el estudio
se realiza sobre una region de interés por lo que
no hay necesidad de exponer al paciente con
grandes cantidades de radiaciones evitando
danos colaterales en érganos atravesados por
los rayos-X como el corazén, los pulmones y
lesiones en la médula.

En otras ciencias, se pueden reconstruir
imagenes con pocas muestras obtenidas de
ensayos no destructivos del objeto como por
ejemplo: en estudios antropoldgicos, en cien-
cias forenses, en arqueologia y paleontologia,
entre otros.

La figura 5 ilustra problemas de datos tomogra-
ficos no locales en donde se obtienen las integrales
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de linea a lo largo de todas las lineas que pasan a
través del objeto; en la practica esto se realiza a lo
largo de una gran cantidad de lineas con muchos
angulos. En los problemas de datos locales se
aprecia la reduccion a la exposicién ofrecida por el
escaneo [22], [23].

Figura 5. Problemas de datos.
a. Completos, globales o no locales.
b. Incompletos o locales.
Corte de un abdomen

4.3 El prohlema de la tomografia local

¢Es posible reconstruir una imagen tomografica usando
inicamente las integrales gque pasan por la region de
interés?

Responder esta pregunta es resolver el problema
de la tomografia local. Cuando el algoritmo de la re-
troproyeccion filtrada se ejecuta, las proyecciones
en el dominio de la frecuencia Pl son filtradas
y se obtienen las proyecciones filtradas.

phis)= | Phlui|wled = doy  (9)

El filtro |w| produce un filtrado pasa altas a
medida que aumentan las frecuencias por ser una
funcién linealmente creciente y no acotada. La
consecuencia es una imagen tomografica degra-
dada por el ruido. Ramachandran y Laksminarayan
propusieron un corte en la banda de frecuencia con
una funcion rectangulo.

Wius) = rect{w] (10)
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La ventana rectangular se denota de la siguiente
manera:
Bl = |w]wiw) an
Las proyecciones filtradas se reescriben ahora
como:
phis) = PorwiAlwles ¥ dw  (12)
De acuerdo con el teorema de la convolucion el
filtrado en (12) también puede ser formulado en el
dominio espacial 5 donde el producto Fa{uIH ()

en el dominio espectral empieza como una convo-
lucién en el dominio espacial. Es decir,

po () = (pelsd # his)] = [ pe(x)his — x)dx (13)

La funcién lifs — x} en el dominio espacial es
la transformada inversa de la funcién Aius} en el
dominio espectral. El kernel de convolucion his}
no es localizado. El principio de incertidumbre es-
tablece que si l1{5} es de soporte compacto sobre
un intervalo de longitud &, y su transformada de
Fourier Alw) es de soporte compacto sobre un
intervalo de longitud i, entonces

T | (14)

Es decir, para localizar el soporte compacto de
l1{s} sobre la regién de interés de manera que la
convolucion no requiera mas integrales, su trans-
formada de Fourier H[m} debe tener entonces un
soporte compacto muy ancho en frecuencia [24],
[25]. La funcién | no es diferenciable en el origen
y W) causa discontinuidades en los cortes de
banda. Las discontinuidades en los cortes pueden
ser eliminadas con ventanas adecuadas; la diferen-
ciabilidad en el origen no se puede alterar sin danar
la estructura de la imagen. Bajo estas condiciones
se tiene que la transformada de Fourier B{w:} de
la funcion s} no es suave y decae rapidamen-
te por lo que la funcién Iz} no podra tener un
soporte compacto dentro de la region de interés
necesitando valores globales de la transformada de
Radon o integrales distintas a las que pasan por la
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region de interés para poder realizar la operacién
de convolucion o filtrado en el dominio espacial
[26], [27], [28], [29].

V. Enfoque wavelet

El problema de la tomografia local puede ser
observado desde la reciente teoria wavelets. Esta
teoria analiza el origen del problema de la tomo-
grafia local y propone soluciones aproximadas con
buenos resultados como se puede ver con mas
detalles en [3].

9.1 Las wavelets

Las wavelets son funciones localizadas, suaves,
con soporte compacto y un nimero determinado de
momentos de desvanecimientos. La figura 6 ilustra
la wavelet de Haar que tiene un soporte compacto
de ancho uno, un momento de desvanecimiento y
es discontinua.

1

]

Figura 6. Wavelet de Haar.

Estas son generadas mediante dilataciones y
traslaciones de una funcién llamada la wavelet
madre.

DondebEE,aEuE_,_ cong=0yW esadmi-
sible [30]. La wavelet madre 1jr debe satisfacer la
condicion

1

o e

i) = (15)

H

(=

Jyitde =0 (16)

Esto implica por lo menos algunas oscilaciones.
Con la transformada wavelet se pueden repre-
sentar algunas funciones arbitrarias t como una
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superposiciéon de wavelets. Cada superposicion
descompone a f en diferentes niveles de escala,
donde cada nivel es también descompuesto con
una resolucién adaptada para el nivel. Dos funcio-
nes wavelets: la wavelet madre W y la funcion de
escalamiento o wavelet padre 1 construyen los
MRA o analisis multirresolucién para analizar las
senales. Esta herramienta matematica los MRA fue
inventada por Mallat [30], [31], [32], [33], [34].
Con las wavelets se pueden construir bases orto-
gonales, bases de Riesz y marcos para espacios
de sefales de energia finita (como las proyeccio-
nes). El siguiente resultado demostrado por David
Walnut relaciona la suavidad con los momentos
de desvanecimientos y posibilita el desarrollo de
algoritmos de reconstruccion de imégenes tomo-
graficas localizadas.

Si la familia {ﬂ’;‘.k} es una base ortonormal, y
la wavelet ! es suave, entonces Y debe tener
momentos nulos o de desvanecimientos.

5.2 El soporte compacto de hases no wavelets

La operacién de filtrado en el algoritmo de la
retroproyeccion filtrada se puede efectuar mul-
tiplicando primero por (fw} en el dominio de la
frecuencia

(Fwa P u 17

y después aplicando la transformada de Hilbert

%ﬂiEﬂ o) (o My (e ) = o Py (w) (18)

donde
1. Siwx=0
signluw) =40, siw=10(19)
=1, =fw=0

La transformada de Hilbert impone una disconti-
nuidad en la transformada de Fourier de cualquier
funcién cuyo valor medio no es cero y disconti-
nuidades en las derivadas de orden superior que
no son cero en el origen. La imposicién de estas
discontinuidades en el origen en el dominio de la
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frecuencia extendera el soporte compacto de las
funciones en el dominio espacial. Por esto las ba-
ses locales dejaran de ser locales después de esta
operacion de filtrado [28].

9.3 El soporte compacto de las hases wavelets

La extension del soporte de las bases no se
producir si se tiene en cuenta que:

La transformada de Fourier de las funciones
es cero en el origen.

La funcién es de media cero.

La funcion tiene muchos momentos de desva-
necimientos.

Las bases wavelets tienen estas caracteristicas
como se menciond anteriormente. Ademas la trans-
formada de Hilbert de una wavelet es también otra
wavelet; los momentos de desvanecimientos y el
soporte compacto se preservan [35], [36].

9.4 Algoritmos con hases wavelets

Por las razones expuestas anteriormente el
diseno de algoritmos con bases wavelets para
la reconstruccién de imégenes tomogréficas lo-
cales es posible. David F. Walnut fue uno de los
primeros en proponer estas bases para este tipo
de algoritmos [6], [35]. Deben construirse bases
de funciones con soporte compacto, y que tengan
muchos momentos de desvanecimientos [30]. La
segunda condicién asegura que las funciones bases
sigan siendo de soporte compacto después del
proceso de filtrado y permitird una reconstruccién
a partir de los datos localizados. Las wavelets son
generalmente construidas con tantos momentos
de desvanecimientos como sea posible.

Las componentes de alta resolucién de una
transformada wavelet mantendran su caracter local
después de la filtracién en la reconstruccién de la
imagen de la transformada de Radon. Este enfoque
es reciente y actualmente se encuentran algoritmos
que usan estas bases wavelets Unicamente con
datos locales y algoritmos con bases wavelets con
datos locales y un nimero determinado de datos
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globales. Una alternativa es implementar las ideas
de Meyer y Coifman sobre las propiedades de las
wavelets para construir las proyecciones tiempo—
frecuencia que producen resultados éptimos en la
reconstruccion tomogréfica local.

VI. Conclusiones

Se ha estudiado el problema de la tomogra-
fia local y porque las wavelets permiten por sus
caracteristicas la construccién de algoritmos de
reconstrucciéon tomografica local.

Este es un enfoque reciente con un desarrollo de
25 anos aproximadamente. Hoy en dia se encuen-
tran algoritmos con bases wavelets para construir
imagenes tomograficas usando Unicamente datos
locales que son muy eficientes y manejan buena
resolucion para el diagnéstico médico y con una
reduccion significativa de la cantidad de radiacién.

Un estudio més detallado sobre algunos de
estos algoritmos y su funcionamiento se puede
encontrar en [3].
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